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INTRODUCAO

Este texto teve a sua origem num curso de Geometria Diferencial dado pelo
autor aos estudantes do terceiro ano das licenciaturas em Matematica e Ensino
da Matematica da Faculdade de Ciéncias de Lisboa e desenvolve duas versoes
anteriores, a primeira publicada em 1985 na colec¢do Textos e Notas do CMAF
e a segunda [14] editada conjuntamente em 1991 pela Editora Cosmos e pela
Fundagdo da Universidade de Lisboa. Em quase todos os pontos o texto vai
bastante mais longe do que tem sido possivel estudar no curso e varios capitulos
ndo foram sequer aflorados neste.

De um modo geral procurou-se realizar um texto a0 mesmo tempo intro-
dutério e fundamental que, mantendo-se a um nivel tanto quanto possivel ele-
mentar, constituisse uma exposicdo coerente e razoavelmente completa dos
conceitos e técnicas mais frequentemente utilizados no estudo da geometria das
variedades diferenciaveis. O caracter introdutdrio do texto ndo nos inibiu de
apresentar demonstragdes detalhadas de todos os resultados expostos, mesmo
quando estas sdo tecnicamente mais sofisticadas. Procurou-se assim garantir que
o conteudo fosse tdo auto-suficiente quanto possivel de modo a que o trabalho
pudesse também servir como texto de referéncia. Essa mesma preocupagio
levou-nos a incluir o tratamento de varios pontos que saiem do ambito de
Geometria Diferencial, entre os quais se incluem revisoes de certos pontos de
Algebra Linear e das nog¢des bésicas do Célculo Diferencial, em ambos os casos
no quadro dos espagos vectoriais de dimensdo finita e privilegiando os
enunciados que ndo dependem da fixagcdo de uma base, e 0 exame sistematico
dos resultados sobre equacdes diferenciais ordinarias, que tivémos necessidade
de utilizar, incluindo os resultados globais que envolvem a dependéncia das
condi¢des iniciais e de eventuais parametros. Pressupomos, de qualquer modo,
que o leitor, para além de uma certa destreza matematica, possui conhecimentos
basicos de Calculo Diferencial e Integral, Algebra Linear e Topologia Geral.

Ao longo da maior parte do trabalho as variedades sdo estudadas sob o ponto
de vista concreto, isto €, uma variedade serd um subconjunto de um espago
vectorial ambiente, de dimensdo finita, e o espaco vectorial tangente em cada
ponto aparece entdo como subespago vectorial desse espago vectorial ambiente.
Este ponto de vista, seguido também, por exemplo, nos livros de Milnor [19] e
de Guillemin e Pollack [10], permite trabalhar desde o inicio num quadro
geométrico intuitivo em que se podem estudar rapidamente resultados
interessantes e nao triviais. A introdug@o precoce das variedades abstractas pode
ter, na nossa opinido, um caracter desmotivador, ao atrasar o aparecimento dos
resultados geométricos importantes, por implicar a construcdo prévia de um
imponente edificio abstracto, constituido na maioria por defini¢cdes e resultados
triviais, embora essenciais. Se ¢ de aceita¢do pacifica a importancia pedagogica
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de estudar os rudimentos da teoria das variedades concretas antes da introdugao
das variedades abstractas, ja4 ndo ha unanimidade quanto ao momento em que
esta ultima deve ser feita. Neste texto as variedades abstractas sdo estudadas
apenas no ultimo capitulo e organizamos o seu estudo de forma a tirar o maior
partido possivel dos resultados ja estudados nos capitulos anteriores, incluindo
aqueles com caracter global. Esse objectivo, assim como o desejo de diminuir o
formalismo inicial, levou-nos a optar por definir a nogdo de variedade abstracta a
custa duma classe de equivaléncia de cartas globais (com contradominios, em
geral, ndo abertos) em vez duma classe de equivaléncia de atlas constituidos por
cartas locais, como ¢ mais habitual. Esta op¢do teve naturalmente um prego a
pagar, para podermos dispor da possibilidade de colar estruturas de variedade
em subconjuntos abertos, e, em particular, de fazer a ponte com as variedades
definidas por cartas locais, tivémos que estabelecer um resultado ndo elementar,
que se pode considerar essencialmente o teorema do mergulho de Whitney,
olhado pelo avesso.

Uma diferenca, em relagdo ao contetido usual de livros com o ambito deste,
esta na definicdo e utilizagcdo sistematica do conceito de fibrado vectorial,
conceito que so6 costuma ser introduzido a um nivel mais avangado. Natural-
mente, em consonancia com a opg¢do de trabalhar no quadro das variedades
concretas, também estudamos os fibrados vectoriais enquanto subfibrados vecto-
riais de um fibrado vectorial constante. Este estudo parece-nos ser justificado
pela simplicidade e naturalidade do métodos utilizados e pela riqueza das suas
aplicagdes. Para além, evidentemente, do fibrado vectorial tangente a uma varie-
dade, teremos ocasido de utilizar, por exemplo, o fibrado osculador de uma
curva, que ajuda a compreender o significado da tor¢@o, ou o fibrado vectorial
normal de uma variedade, importante para a constru¢do de vizinhagas tubulares,
assim como os fibrados vectoriais obtidos como imagens reciprocas.

Passamos agora a apresentar algumas observagdes mais concretas sobre o
contetdo de cada capitulo.

O primeiro capitulo tem como objectivo a revisdo de algumas propriedades
basicas dos espagos vectoriais de dimensdo finita, reais e complexos, ¢ dos
conceitos e resultados do Calculo Diferencial que sdo usualmente estudados num
curso de Analise Real. No que diz respeito & Algebra Linear, o objectivo
principal é o de fixar nota¢des e relembrar enunciados que serdo utilizados mais
tarde; supomos naturalmente que o leitor esta habituado a trabalhar com espagos
vectoriais, aplicagdes lineares, matrizes, etc... Para além disso, serfo referidos
com um pouco mais de detalhe alguns pontos que o leitor porventura ainda nio
encontrou, como as relagdes entre espagos vectoriais reais € complexos, através
da nocédo de estrutura complexa dum espago vectorial real, os produtos internos
de Hilbert-Schmidt nos espagos de aplicagdes lineares, a orientacdo de espacos
vectoriais reais ou a possibilidade de representar uma aplicag@o linear por uma
matriz de aplicacdes lineares, quando se esta em presenga de decomposicdes em
soma directa do dominio e do codominio. A exposi¢io dos assuntos de Algebra
Linear acabou por resultar um pouco longa pelo que serd porventura mais 1til ao
leitor saltd-la numa primeira leitura e voltar atras quando tiver necessidade. No
que diz respeito ao Célculo Diferencial, a palavra revisdo ¢ aqui utilizada no
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sentido generalizado na medida em que pretendemos trabalhar, no quadro dos
espagos vectoriais de dimensdo finita, com enunciados que ndo dependam da
fixacdo de um sistema de coordenadas (¢ o que se faz usualmente no quadro
mais geral do Célculo Diferencial em espagos normados de dimensdo infinita —
ver, por exemplo, os livros de Dieudonné [6] e Lang [13] ou o nosso trabalho
[15]). Muitas demonstra¢des mais simples sdo omitidas, esperando-se que o
leitor, que esteja habituado a trabalhar apenas no quadro dos espagos cartesianos
R", adapte facilmente as que conhece nesse contexto. A op¢ao aqui tomada ¢
essencial para se poder trabalhar naturalmente com os espagos de aplicagdes
lineares e permite olhar de um modo unificado o que se passa no estudo das
variedades, onde as derivadas das aplicagdes lineares estdo definidas em espacos
vectoriais tangentes que ndo possuem bases naturalmente fixadas. Supomos de
qualquer modo, aqui como no resto do curso, que o leitor possui os
conhecimentos elementares de Topologia Geral e de espagos vectoriais
normados e que conhece, em particular, as propriedades especiais dos espagos
vectoriais normados de dimensdo finita (cf., por exemplo, [15]). Apesar de,
como referimos, a revisdo do Calculo Diferencial se enquadrar no que ¢
usualmente estudado no quadro da Analise Real, ndo deixamos de referir o
conceito de diferenciabilidade no sentido complexo, no caso em que 0s espacos
vectoriais em questdo sdo complexos. Essa referéncia limita-se no entanto as
generalizagdes triviais do que se passa no caso real e ndo abordamos as
propriedades especiais que se estudam no quadro da Analise Complexa.

No segundo capitulo inicia-se o estudo das variedades num espago vectorial
ambiente de dimensdo finita. Comeca-se por introduzir as nog¢des de cone
tangente e cone tangente alargado de um subconjunto arbitrario em cada um dos
seus pontos, a segunda das quais na base da definicdo de espaco vectorial
tangente que utilizamos. Estas nogdes, embora muito antigas (foram introduzidas
no livro de Bouligand [3]) ndo sdo utilizadas normalmente em textos da natureza
deste, mas parecem-nos uteis, tanto pelo seu evidente contetdo geométrico como
por nos permitirem trabalhar por vezes com conjuntos que ndo sabemos a priori
serem variedades. Estudamos em seguida a generaliza¢do da nogdo de aplicagdo
de classe C* ao caso em que o dominio ndo é obrigatoriamente um conjunto
aberto, a partir da existéncia de prolongamentos locais de classe C*, assim
como as derivadas de tais aplica¢des, que vdo ser aplicagdes lineares definidas
nos espagos vectoriais tangentes. Sdo estudados os teoremas de particdo da
unidade, que se aplicam em muitas situagdes para passar de resultados de
natureza local para outros com caracter global e que sdo utilizados na prova de
que toda a aplicagio de classe C'* admite um prolongamento de classe C* a um
aberto contendo o dominio, e ndo s6 prolongamentos locais de classe C*. Estes
teoremas sdo também utilizados para estabelecer resultados de aproximagdo de
fungdes continuas por fungdes de classe C*°. Definem-se entdo as variedades
sem bordo, como sendo os subconjuntos que sdo localmente difeomorfos a
abertos de espagos vectoriais de dimensao finita, e estudam-se, no quadro destas,
algumas consequéncias importantes do teorema da fung@o inversa, como os
resultados que caracterizam localmente as imersdes e as submersdes, 0s que
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permitem construir as variedades como imagens reciprocas, mediante condigdes
de transversalidade convenientes, e, em particular, os que estudam a intersecgdo
de duas subvariedades. Para além dos resultados que permitem construir
variedades como imagens reciprocas, ¢ estabelecido também um resultado que
permite identificar variedades associadas a imagens directas de aplicagdes
suaves, resultado que ¢ aplicado, em particular, na construgdo das variedades de
Grassmann, encaradas como conjuntos de projec¢des ortogonais sobre subespa-
¢os vectoriais. Generalizam-se em seguida as defini¢des e alguns dos resultados
estudados, de modo a englobar mais geralmente o caso das variedades com
bordo e, eventualmente, com cantos. O capitulo termina com a demonstragdo do
teorema de Sard, numa versdo que ndo utiliza o conceito de medida, resultado
que ¢ essencial em varias aplicagdes geométricas e que €, em particular, utilizado
na demonstrac¢ao do teorema de Whitney, abordada no ultimo capitulo.

O capitulo III constitui a parte central do curso. Sdo introduzidos os fibrados
vectoriais, como familias de subespagos vectoriais de um certo espaco vectorial
(as fibras) indexadas por um subconjunto de outro espago vectorial (a base),
familias para as quais se deve verificar uma condi¢@o de suavidade conveniente.
Essa condicdo de suavidade é apresentada através da exigéncia de existéncia de
campos de referenciais locais ¢ prova-se que, no caso em que o espaco vectorial
ambiente das fibras estd munido de um produto interno, ela é equivalente a
suavidade da aplicagdo que a cada ponto da base associa a projec¢do ortogonal
sobre a respectiva fibra. A derivada desta tltima aplicag@o permite-nos definir a
segunda forma fundamental de um fibrado vectorial, que vai ser uma aplicagéo
bilinear, definida no produto cartesiano do espago vectorial tangente a base pela
fibra e com valores no complementar ortogonal desta. Esta segunda forma
fundamental, que caracteriza o modo como as fibras variam de ponto para ponto,
¢ utilizada, por um lado, no estudo da geometria do espago total do fibrado
vectorial, aplicado, por exemplo, na construgdo de vizinhangas tubulares, e, por
outro lado, na abordagem da teoria classica das curvas e das hipersuperficies
num espago euclidiano, abordagem que inclui o exame da curvatura e da tor¢do
das primeiras e, no contexto das segundas, o estudo da aplicagdo linear de
Weingarten (operador de forma, na terminologia de O'Neill [22]), tal como o das
curvaturas e direcgdes principais e o dos pontos focais. E também no quadro
mais geral dos fibrados vectoriais que ¢ estudada a questdo da orientabilidade
das variedades. Em relagdo estreita com o estudo da segunda forma fundamental,
aparece-nos a nog¢ao de derivada covariante de uma sec¢do de um fibrado vec-
torial com as fibras contidas num espaco euclidiano, derivada essa que ¢ introdu-
zida como uma modificagdo conveniente da derivada usual, de modo a obter
valores na fibra correspondente. As secg¢des paralelas, isto é, aquelas cuja deri-
vada covariante ¢ identicamente nula, sdo apresentadas como a generalizagdo
natural das secgdes constantes. E definido o tensor de curvatura de Riemann,
cuja ndo nulidade ¢ uma obstru¢do a existéncia de seccdes paralelas de um
fibrado vectorial, e ¢ estabelecida a formula de Gauss, que relaciona este tensor
de curvatura com a segunda forma fundamental. Prova-se a propriedade
fundamental de invaridncia por isometria do tensor de curvatura do fibrado
tangente duma variedade, resultado que ¢ aplicado na demonstracdo do Teorema
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Egrégio de Gauss. Sdo abordados os morfismos entre fibrados vectoriais e as
respectivas derivadas covariantes e, como aplicagdo, ¢ feito um estudo elementar
das estruturas quase complexas numa variedade e das variedades holomorfas.

O capitulo IV, na sua maior parte de natureza mais analitica do que
geométrica, justifica-se pela importdncia das suas aplicagdes a Geometria.
Trata-se de estabelecer os resultados fundamentais sobre as solugdes de uma
equagdo diferencial ordinaria com condigdes iniciais dadas. Inspirando-nos nos
métodos utilizados no livro de Pontriaguine [23], obtemos resultados globais
sobre 0 modo como as solugdes dependem da varidvel independente, das
condi¢des iniciais e de eventuais parametros. As equacdes diferenciais
paramétricas sdo aplicadas, em particular, para demonstrar, pelo método
utilizado no livro de Dieudonné [6], o teorema de Frobenius sobre as solugdes de
equacdes diferenciais totais, equacdes diferenciais em que a varidvel
independente real ¢ substituida por uma variavel multidimensional. Este ltimo
teorema ¢ utilizado para obter a chamada versdo geométrica do teorema de
Frobenius, sobre as variedades integrais de um subfibrado vectorial do fibrado
tangente, neste capitulo apenas no seu aspecto local.

No quinto capitulo examinamos algumas aplicagcdes geométricas das equa-
¢oes diferenciais ordinarias, estudadas no capitulo precedente. O transporte para-
lelo, no quadro dos fibrados vectoriais cuja base ¢ um intervalo de R, aparece
como um corolario da teoria das equagdes diferenciais lineares, sendo aplicado
para mostrar que, quando a base dum fibrado vectorial é uma variedade conexa,
ndo pode existir mais que uma sec¢do paralela com um valor dado numa das
fibras. A existéncia local de uma tal sec¢do, no caso em que o tensor de curva-
tura ¢ identicamente nulo, aparece como uma consequéncia do teorema de Fro-
benius. As geodésicas duma variedade contida num espago euclidiano sdo apres-
entadas do ponto de vista das trajectorias de velocidade paralela, o que conduz
ao seu estudo no quadro duma equagio diferencial sobre o espacgo total do fibra-
do vectorial tangente a variedade. Os resultados estudados sobre a dependéncia
das solugdes das equagdes diferenciais em relacdo aos valores iniciais sdo entdo
aplicados ao estudo das propriedades da aplicacdo exponencial.

No ultimo capitulo abordamos finalmente o estudo das variedades abstractas,
procurando, sempre que possivel, tirar partido do que foi estudado nos capitulos
anteriores. Comegamos por examinar uma no¢ao um pouco mais geral que a de
variedade abstracta, a de estrutura diferenciavel, definida como uma classe de
equivaléncia de cartas globais cujos contradominios sdo subconjuntos arbitrarios
de espacos vectoriais de dimensdo finita. Esta nogdo ¢ uma versdo simplificada
da que foi introduzida por Aronszajn [1], sob o nome de “espago subcartesiano”,
¢ desenvolvida posteriormente por Marshall [17]; ela abarca a0 mesmo tempo as
variedades, eventualmente com bordo, ¢ os subconjuntos arbitrarios de espacos
vectoriais de dimensdo finita. As nogdes e resultados basicos, envolvendo as
aplicagdes suaves e os difeomorfismos, sdo estudados no quadro geral das
estruturas diferenciaveis e as variedades sdo definidas em seguida como
estruturas diferenciaveis localmente difeomorfas a abertos de R", ou de sectores
de R", ou, equivalentemente, como estruturas diferenciaveis cujas cartas tém
como contradominio variedades concretas. Seguindo a via de Guillemin e
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Pollack [10], o teorema de Sard ¢ utilizado para demonstrar a versdao do teorema
de Whitney que garante que, para uma variedade de dimensdo n, existe sempre
uma carta global para um subconjunto de um espago vectorial de dimensdo
2n + 1. Seguidamente, utilizando uma ideia atribuida a Spanier e baseando-nos
num lema topoldgico que encontramos no livro de Greub Halperin e Vanstone
[9], demonstramos o teorema de existéncia e unicidade da colagem de estruturas
de variedade dadas sobre os subconjuntos de uma cobertura aberta e verificando
uma condi¢do natural de compatibilidade, teorema esse que pode ser consi-
derado como o teorema do mergulho de Whitney examinado de outro ponto de
vista. O resultado que acabamos de referir é utilizado para referir o modo de
fazer a ponte com a definigdo mais usual de variedade, através de atlas consti-
tuidos por cartas locais. Ele ¢ também utilizado, mais adiante, no estudo das
variedades quociente e no exame da versdo global da forma geométrica do
teorema de Frobenius.

Uma nogdo que costuma ser introduzida desde cedo na teoria das variedades
abstractas, e a qual nés damos uma importancia claramente inferior no nosso
texto ¢ a de espaco vectorial tangente a uma variedade abstracta num dos seus
pontos e o correspondente conceito global de fibrado tangente. Do nosso ponto
de vista, a importdncia que esta nog¢do apresenta nas exposi¢des usuais esta
ligada principalmente a necessidade de trabalhar globalmente numa estrutura que
foi definida por cartas locais. A partir do momento em que se optou por definir
as estruturas diferenciaveis através de cartas globais, todas os contextos em que
os vectores tangentes as variedades abstractas sdo utilizados podem ser
adaptados de modo a utilizar os vectores tangentes ao contradominio de uma
carta global. E este o ponto de vista que seguimos quando definimos as imersdes
e as submersdes entre variedades abstractas sem passar pela derivada como
aplicagdo linear entre 0s espagos vectoriais tangentes abstractos, ¢, em particular,
quando tratamos o problema das variedades quociente e quando nos limitamos a
examinar a versdo geométrica global do teorema de Frobenius no contexto dos
subfibrados vectoriais do fibrado vectorial tangente de uma variedade concreta.
Neste ultimo caso, apesar de as folhas associadas serem variedades abstractas, os
respectivos espagos tangentes sdo definidos como subespacos vectoriais do
espago vectorial tangente a variedade concreta (caso particular da situagdo mais
geral em que definimos os espacos tangentes a uma aplicagdo suave, cujo
dominio ¢ uma variedade abstracta e cujo codominio ¢ uma variedade concreta,
como subespacgos vectoriais dos espagos vectoriais tangentes a esta ultima). Para
além das adaptacdes que acabamos de referir, o tratamento que apresentamos das
subvariedades imersas e do teorema de Frobenius inspirou-se fortemente no que
se encontra no livro de Warner [26].

Apesar de ndo atribuirmos aos vectores tangentes a uma variedade abstracta
o mesmo relevo que estes tém usualmente, ndo deixamos de nos referir a eles, na
ultima seccdo do livro, uma vez que ¢ importante que o leitor esteja alertado para
o papel que desempenham na literatura. Ha varios métodos diferentes para
definir os espagos vectoriais tangentes no quadro das variedades abstractas, cada
um com as suas vantagens e¢ desvantagens: Para alguns autores os vectores
tangentes num ponto aparecem como classes de equivaléncia de caminhos
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passando por esse ponto, para outros como operadores diferenciais, para outros
ainda como classes de equivaléncia de pares constituidos por uma carta para um
aberto de R™ e um vector de R”. Cada um desses métodos tem as suas vantagens
e desvantagens, entre estas Ultimas o facto de aparecerem amitide isomorfismos
canénicos, nem sempre triviais, onde esperariamos ter igualdades. A partida, em
vez de tomarmos partido por um desses métodos, preferimos definir quando é
que um espago vectorial pode ser considerado como espago tangente, deixando
assim um grau de liberdade ao utilizador que podera, em cada caso, fazer a
escolha que se revele mais comoda e, nalgumas situagdes, subordinar a escolha
de um espaco vectorial tangente a outras feitas anteriormente, de modo a
conseguir que certos isomorfismos sejam efectivamente igualdades. Examina-
mos em seguida, uma das concretizagdes da nogao de espago vectorial tangente
mais utilizada, aquela para a qual os vectores tangentes sdo definidos como
operadores diferenciais.

No fim de cada capitulo é apresentada uma lista de exercicios, nalguns casos
destinados a testar a compreensao do texto, noutros apresentando resultados que
complementam os estudados antes.

Na bibliografia, apresentada no fim do volume, encontram-se, além dos
trabalhos citados no texto, outros livros em que o leitor interessado podera apro-
fundar, ou estudar doutro ponto de vista, os assuntos que foram aqui abordados.
De entre eles recomendamos especialmente os dois volumes do livro de Spivak
[25], o livro de Gray [8], este Gltimo com énfase no estudo, com a ajuda do
computador, das curvas e superficies em R? e repleto de figuras elucidativas,
assim como os livros de Manfredo do Carmo [4,5].

Gostariamos de terminar com uma palavra de agradecimento a todos aqueles
que contribuiram para melhorar a versio final do texto. A estudante Elia Ferreira
coligiu pacientemente dezenas de erros de dactilografia que figuravam numa
versdo preliminar posta a disposi¢do dos alunos. Os colegas Cecilia Ferreira e
Luis Trabucho leram cuidadosamente partes do manuscrito e, para além da loca-
lizagdo de outros erros de dactilografia, contribuiram com as suas observagdes
para a melhoria de varios pontos da exposicdo. Apraz-nos também registar o
empenho generoso ¢ competente que este ultimo tem dedicado a edigdo da
colecgdo em que este trabalho se insere, contribuindo assim, de modo decisivo,
para a qualidade desta.



CAPITULO |
Revisao de Algebra Linear e
Calculo Diferencial

§1. Algumas propriedades dos espagos vectoriais
de dimensdo finita.

I.1.1 No que se segue todos os espacos vectoriais serdo reais ou complexos e,
quando ndo nos referirmos ao corpo dos escalares, estara subentendido que
este ¢ o corpo R dos niimeros reais. E claro que todo o espaco vectorial
complexo é, de modo trivial, também um espago vectorial real (se estd
definido o produto de um complexo por um vector, estd também definido, em
particular, o produto de um nimero real por um vector). Se um espago
vectorial complexo E admite uma base, finita ou infinita, () c, ¢ imediato
constatar-se que F, enquanto espago vectorial real, admite uma base formada
pelos vectores x; e ix;; em particular, se E, enquanto espago vectorial
complexo, tiver dimensao finita n, entdo F, enquanto espago vectorial real,
tem dimensdo 2n. Quando estivermos numa situagdo em que o corpo dos
escalares pode ser indistintamente R ou C, usaremos frequentemente o
simbolo K para designar esse corpo dos escalares.

[.1.2 O que dissémos atrds pode ser precisado: Se E ¢ um espago vectorial
complexo e (x]) jes € uma familia de vectores de £, entdo ela ¢ linearmente
independente (respectivamente é geradora) se, e so se, a familia formada
pelos vectores x; € ix; € linearmente independente (respectivamente gera-
dora) para a estrutura de espago vectorial real de F.

I.1.3 Se E e F' sdo espagos vectoriais, reais ou complexos, vamos notar L(E; F)
0 espago vectorial, real ou complexo respectivamente, cujos elementos sdo as
aplicagdes lineares £: E — F'. No caso em que E e F' tém dimensdes finitas
men, L(F; F) tem dimens3o finita mn. Mais precisamente, se x1, ..., T, ¢
uma base de E e 41, ...,y, é uma base de F, L(E; F') vai admitir uma base
formada pelas aplicacdes lineares & ;, com 1 < j<m e 1<k <n, onde
&k,; esta definida pela condigdo de aplicar x; em . € os restantes vectores da
base de £ em 0 (lembrar que uma aplicagdo linear fica univocamente
determinada se dermos de modo arbitrario as imagens dos vectores de uma

base). De facto, se { € L(E; F), tem-se { = ) a, ;i j, onde as componen-
k.j

tes ay, ; estdo definidas pela condigdo de se ter {(z;) = > ay j yx (ambos os
k



2 Cap. 1. Algebra Linear e Calculo Diferencial

membros sdo aplicagdes lineares que ddo o mesmo resultado quando
aplicados a cada um dos vectores da base), por outras palavras, cada ay, ; é o
elemento da linha % e da coluna j da matriz de £ nas bases consideradas.
Note-se que, no caso em que E é um espago vectorial real e F' é um espago
vectorial complexo, L(FE; F') designa naturalmente o espago das aplicagdes
lineares de E para F', quando se considera F' como espago vectorial real, mas
L(E; F) tem uma estrutura natural de espago vectorial complexo, subespago
do espago vectorial complexo de todas as aplicagdes de E para F. As
observagdes anteriores sobre bases ¢ dimensdes estendem-se a este caso; em
particular, no caso em que E tem dimensdo m e F, enquanto espago
vectorial complexo, tem dimensdo n, L(F;F'), enquanto espago vectorial
complexo, tem dimensao mn.

No caso em que E e F' sdo espagos vectoriais complexos, eles podem ser
também considerados como espagos vectoriais reais mas o significado a dar a
L(E; F) ndo ¢ o mesmo nos dois casos. Por esse motivo, e para evitar
confusdes, usa-se por vezes as notagdes L¢(F;F) e Lgr(E;F) para os
espagos de aplicagdes lineares, relativamente as estruturas complexas e reais,
respectivamente (costumamos referir os elementos destes espagos como apli-
cagoes lineares complexas e aplicagoes lineares reais, respectivamente).
Repare-se que L¢(E; F') é um subespago vectorial complexo de Lg (E; F).

1.1.4 Mais geralmente, dados espagos vectoriais, reais ou complexos, Ei, ..., E,
e F, notamos L(Ei,...,E,; F) o espago vectorial, real ou complexo
respectivamente, cujos elementos sfo as aplicagdes multilineares
& By x---x B, — F, isto ¢, as aplicagdes que, quando se fixam p — 1 das
variaveis, sdo lineares como fungdo da restante. No caso particular em que os
espagos ..., E, sdo todos iguais a um mesmo espago £, usamos também
a notagio LP(E;F), em vez de L(E,,...,E,;F). E por vezes cémodo
admitir o caso particular em que p =0, caso em que consideramos
LY(E; F) = L(; F) como sinénimo de F.! Como anteriormente, no caso em
que os espacos vectoriais IJ; sdo reais e I’ ¢ um espago vectorial complexo,
L(En,...,E,; F) tem uma estrutura de espago vectorial complexo e, quando
todos os espacos vectoriais sdo complexos e queremos distinguir a situagao
em que os consideramos como tal daquela em que olhamos para eles como
espagos vectoriais reais, usamos o indice C ou R para indicar o contexto em
que nos colocamos, obtendo-se assim um subespago vectorial complexo
Lc(E,...,Ep F)de Lr(Ey, ..., E,; F).

I.1.5 Notemos K um dos corpos R ou C e seja F' um espago vectorial sobre K.
Tem entdo lugar um isomorfismo

ITrata-se de uma convenc¢io que poderia ser facilmente prevista por quem possua um
razoédvel treino légico: E° é um conjunto com um tnico elemento * (a tinica aplicacio
cujo dominio é o conjunto vazio) e todas as aplicacdes de E° em F sdo multilineares,
pelo que tudo o que temos que fazer é identificar cada uma dessas aplicagdes de E° em F
com a imagem de * por essa aplicacdo.
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T: LK, F) — F,

definido por Y (&) = £(1); o isomorfismo inverso associa a cada y € F a
aplicacdo linear de K em F' definida por a — ay. Mais geralmente, para
cada p > 0, vai ter lugar um isomorfismo

YT:LP(K;F)— F,
definido por
T(E) =&, 1),

e o isomorfismo inverso Y~: F — LP(K; F) associa a cada y € F a aplica-
¢do multilinear de K? em F' definida por

T (y)(as,...,a,) = ar---a,y.

E claro que, no caso em que p = 0, o isomorfismo Y ndo é mais do que a
aplicagdo identidade.

1.1.6 Sejam E, E’ e F espagos vectoriais, reais ou complexos € &: E x B — F
uma aplicagdo bilinear. Para cada x € F, tem entdo lugar uma aplicagio
linear &(z):E' — F, definida por &(x)(z') =&(x,2'). A aplicagdo

& E — L(E'; F), assim definida, € linear ¢ podemos entdo considerar uma
aplicagdo linear

Yi:L(E,E'; F) — L(E; L(E'; F)),

definida por Y1(&) :Z, aplicacgdo linear essa que se constata imediatamente
ser mesmo um isomorfismo.

Mais geralmente, dados os espagos vectoriais, reais ou complexos,
Ey,...,Eye I, vaiter lugar, para cada 0 < j < p, um isomorfismo

Tji L(El, ey Ep; F) — L(E1, ,E]‘; L(Ej+17 ceey Ep; F)),
definido por

T]-(f)(xl, ...,(Ej)(l’j+1, ,Z'p) = g(l’l, ,5Ej,(l?j+1, ,.’Ep).

1.1.7 Usando os isomorfismos T ;, atras definidos, verifica-se imediatamente que,
se os espagos vectoriais 1, ..., I, tém dimensdes finitas m;,...,m, e se o
espago vectorial F' tem dimensdo finita n, entdo L(Ei,...,E,; F) tem
dimensdo finita m; X -+ X My, X n.

[.1.8 Se £ ¢ um espaco vectorial de dimensdo finita, entdo existe em E pelo
menos uma norma e duas normas quaisquer sdo equivalentes, em particular
definem a mesma topologia e tém os mesmos conjuntos limitados. Quando
considerarmos E' como espago topoldgico estara subentendido que estamos a
considerar a topologia associada a qualquer das suas normas. Um conjunto
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A C FE ¢é compacto se, e s se, ¢ fechado e limitado. O espago F, com
qualquer das suas normas, ¢ completo e, em consequéncia, qualquer
subespago vectorial de F ¢ fechado.

I.1.9 Se E ¢ F sao espagos vectoriais de dimensdo finita, reais ou complexos,

L

L

L

—_—

1.

—_—

toda a aplicagdo linear &: E' — F' € continua; por outras palavras, se conside-
rarmos normas em FE e F, existe M >0 tal que, para cada = € F,
I€(z)]] < M||z||. Ao menor dos nimeros M > 0 nestas condigdes da-se o
nome de norma de &, notada ||£||. Fica assim definida uma norma no espago
vectorial L(FE; F).

.10 Mais geralmente, se F1,..., F, e F' sdo espagos vectoriais de dimensdo

finita, reais ou complexos, toda a aplicagdo  multilinear
& By x -+ x B, — I é continua, ou seja, se considerarmos normas nestes
espacos vectoriais, existe M >0 tal que, quaisquer que sejam
z1 € By,...,z, € E,, setenha

1€(1, s zp) | < M-l

Ao menor dos niimeros M > 0 nestas condi¢des da-se o nome de norma de
¢, notada ||{||. Fica assim definida uma norma no espago vectorial
L(E,,...,E,;F).

11 Se Fi,..., F), sdo espacos vectoriais, reais ou complexos, de dimensdes
finitas mq, ..., m,, entdo o produto cartesiano F; x --- x F), tem dimensdo
finita m; + --- + m,, e, se considerarmos uma norma em cada um daqueles
espagos, uma das normas possiveis no produto cartesiano ¢ a norma do
mdximo, definida por

(1, 2p) | = max fla.

.12 Suponhamos que, para cada 1 < j<p, A; E; — E; é uma aplicagdo

linear e que pu: F' — F’ é uma aplicagdo linear. Tem entdo lugar uma aplica-
¢do linear

L, .., pip): L(Ey, ..., Ey F) — L(EY,...,E L F')
definida por
LA, A p)(§) = po&o (A x - x Ap)
ou seja,
LA - Aps ) () (15 ) = pu(€(Aa(1), -5 Ap()))-

No caso particular em que todos os A;: EJ’ — I; sdo iguais a uma certa apli-
cacgdo linear \: £/ — E, usamos também a notacio



§1. Algumas propriedades dos espagos vectoriais. .. 5

LP(\;p): LP(E; F) — LP(E'; F')

emvez de L(A1,..., Ap; ).

Repare-se que, quando Aq,..., A\, e p sdo isomorfismos, L(A1,..., Ay p) €
também isomorfismo, tendo L(A',...,A;';u™') como isomorfismo
inverso.

De certo modo em sentido inverso ao que percorremos atras, vamos agora
examinar o minimo que € necessario acrescentar a um espago vectorial
real para determinarmos um espago vectorial complexo.

[.1.13 Se E ¢é um espago vectorial real, chamaremos estrutura complexa de E a
uma aplicacdo linear J: £ — Etalque J o J = —Idg.
Se E é um espaco vectorial complexo, tem lugar uma estrutura complexa
J: E — E, definida por J(u) = iu, a que daremos o nome de estrutura com-
plexa associada ao espaco vectorial complexo.

1.1.14 Sejam E um espaco vectorial real e J: £ — FE uma estrutura complexa de
E. Existe entdo sobre E uma, ¢ uma soO, estrutura de espaco vectorial
complexo, estendendo a estrutura de espago vectorial real e cuja estrutura
complexa associada seja .J.

Dem: A unicidade € clara, uma vez que, se u € F e ¢ € C, com ¢ = a + bi,
a,b € R, ndo pode deixar de ser cu = au+ bJ(u). Para provarmos a
existéncia, definamos a multiplica¢do de um escalar complexo por um vector
de E pela formula anterior e comecemos por reparar que, no caso em que o
complexo ¢ real a multiplicag@o coincide com a multiplicagdo dada e que, no
caso em que o complexo ¢ =0+ 14, vem efectivamente iu = J(u).
Resta-nos mostrar que F fica efectivamente um espago vectorial complexo, a
Gnica propriedade néo trivial a demonstrar sendo a identidade c¢(c'u) =

(cc’)u.Ora,sendoc =a+biec =d +b'i,coma,b,a’,b’ € R, vem

c(cu) =cldu+bJ(u)) =aldu+bJ(u)+bJ(au+bJ(uw) =
=ad'u+ab' J(u) + ba'J(u) + bb'J (J(u)) =
= (aa’ — bb")u + (ab’ + ba')J (u) = (cc’)u,

uma vez que c¢’ = (aa’ — bb') + (ab’ + ba')i. O

1.1.15 Em particular, se £ é um espago vectorial real de dimensdo finita n, a
existéncia de uma estrutura complexa J: EF — E implica que n é par. Com
efeito, se p ¢ a dimensdo de F, enquanto espago vectorial complexo, entdo
tem-se n = 2p. Repare-se que, reciprocamente, se £ ¢ um espaco vectorial
real com dimensdo par n = 2p, entdo F admite uma estrutura complexa;
basta, com efeito, notar wuy,...,up,v1,...,v, uma base de E e definir
J:E — E como sendo a aplicagdo linear que verifica J(u;) =uv; e
J(’Uj) = —Uj.
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.16 Se E ¢ um espaco vectorial complexo, com estrutura complexa J,

podemos considerar um novo espago vectorial complexo, com o mesmo
espago vectorial real associado, a saber o definido pela estrutura complexa
—J. A este novo espago vectorial complexo, que sera notado F, da-se o
nome de espago vectorial conjugado do primeiro. Dados u € E e c € C, o
produto de ¢ por u, para a estrutura de espago vectorial complexo conjugado
vai coincidir com o produto cu, relativamente a estrutura original, do
complexo conjugado € por wu.

.17 Sejam E e F' espagos vectoriais complexos, com estruturas complexas J ¢

J'.Se \: E — F é uma aplicagio linear real, entdo A é uma aplicagio linear
complexa se, e s6 se, setem J' o A = Ao J.
Dem: Se ) é uma aplicagdo linear complexa, entdo

J'(Aw) = iX(u) = A(iu) = A(J (u)),

0 que mostra que J' o)X= \o.J. Reciprocamente, se J' oA =Xo.J,
tem-se, paracadau € Fec € C,comc =a+ bi,a,b € R,

Aeu) = Mau + bJ (w)) = aA(u) + bA(J (u)) = ai(u) + bJ' (A (w)) = cA(u),
0 que mostra que A € uma aplicagdo linear complexa. O

18 Se E e F sao espacos vectoriais complexos, uma aplica¢do antilinear
A:E — F é uma aplicagdo linear real que verifica a condigdo A(cu) =
¢A(u), para cada ¢ € C e u € E. Por outras palavras, uma aplicagdo linear
real \: £ — F ¢ antilinear se, e s6 se, é uma aplicacio linear complexa de E

para F' (ou, equivalentemente, de £ para F), o que acontece se, e sO se,
Jod=-X\oJ.

Examinemos agora o modo como as nogdes usuais de tragco e de
determinante de uma matriz quadrada podem ser apresentadas no quadro
das aplicacdes lineares de um espago vectorial de dimensao finita para si
mesmo.

19 Lembremos as seguintes propriedades bem conhecidas do traco e do
determinante das matrizes quadradas:
a) Se A e B sao matrizes dos tipos m X n e n X m, respectivamente, entao

Tr(A x B) = Tr(B x A)

(sendo a;; e b;; os elementos das matrizes A e I3, ambos os membros sdo
iguais a Z Qi X bjﬂf).

1<i<m
1<j<n

b) Se A e B sdo matrizes quadradas, entdo

det(A x B) = det(A) x det(B).
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[.L1.20 Sejam E um espago vectorial de dimensdo n, real ou complexo, e
A: E — E uma aplicagdo linear. Ficam entdo bem definidos dois escalares
Tr(\) e det()), o trago e o determinante de A, pela condi¢do de, para cada
base z1,...,2, de E, com A(x;) =) a;jx;, se ter Tr(\) = Tr((a;;)) e

1

det(\) = det((a; ). Por outras palavras, o trago e o determinante de A sdo
os da sua matriz numa base arbitraria de £.2
Dem: Tudo o que temos que ver € que, se ¥, ..., Y, ¢ outra base de E, com

A(y;) = 2_bijyi, tem-se det((ai;)) = det((bi;)) e Tr((ai;)) = Tr((bi;)).
1
Ora, sendo z; = ) ¢ ; yi, € notando A, B e C' as matrizes de elementos a; ;,
k

b j € cx j, respectivamente, a tltima das quais é invertivel, em particular tem
determinante ndo nulo, podemos escrever

Az)) = Z i AYr) = Z Ck,j bik Yi
k ki

Azj) = Zak,j T = Zak,j Cik Yis
3 X

donde B x C' = C x A, o que implica que
det(B) x det(C) = det(C') x det(A),
portanto det(A) = det(B), e que B = C x A x C~1, portanto
Tr(B) = Tr(C x (A x C”l)) = Tr((A x C™ x C) = Tr(4). |
1.1.21 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdes m e n sobre K. Tem-se
entdo:

a) A aplicagdo Tr: L(F; E) — K é linear.
b) Se \:E — F e u: F — FE sdo aplicagdes lineares, entdo Tr(po ) =

Tr(A o ).
Dem: Trata-se de uma consequéncia directa das correspondentes proprie-
dades do trago das matrizes. |

1.1.22 Seja E' um espago vectorial de dimensdo n sobre K. Tem-se entdo:
a) A aplicagdo det: L(F; E) — K é homogénea de grau n, isto é, para cada
A€ L(E;E)ea €K, tem-se det(a)) = a"det()\).
b) Para a aplicagdo identidade Idp: E — F, tem-se det(Idg) = 1.
¢) Se \, u € L(E; E), entdo det(ps 0o A) = det(u) x det(A).
d) Uma aplicacdo linear A € L(E;E) é um isomorfismo se, ¢ s se,
det()\) # 0 e, nesse caso, det(A~!) = 1/det()).
e) Se &{E— F ¢ um isomorfismo e A€ L(E;E), tem-se, para o
correspondente o Ao &7 € L(F; F), det(§ o Ao £71) = det(N).

2Repare-se que, se I e F' sdo espacos vectoriais distintos, com a mesma dimenso, nio
definimos nem o trago nem o determinante de uma aplicagdo linear \: £ — F'.
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Dem: As propriedades a), b) e ¢) sdo consequéncias directas das correspon-
dentes propriedades do determinante das matrizes, tal como o é d), se lem-
brarmos que uma aplicagdo linear ¢ um isomorfismo se, e so se, a sua matriz
¢ invertivel e que, de A o A\™! = Idp resulta que det(\)det(A™!) = 1. A ali-
nea ¢) resulta de que, fixada uma base z1,...,x, em F, a matriz de A nessa
base coincide com a matriz de £ o A o ! na base (1), ..., &(z,) de F. O

Se E é um espago vectorial complexo de dimensdo n e A\: E — E ¢ uma
aplicagdo linear, sabemos que podemos também olhar para £ como um
espaco vectorial real de dimensdo 2n, mas, em geral, o traco e o
determinante de A ndo serdo os mesmos dos dois pontos de vista (no
primeiro caso eles sdo niimeros complexos e, no segundo, sdo nimeros
reais). O resultado seguinte explica a relacdo entre as duas situagdes.

1.1.23 Sejam E um espago vectorial complexo de dimensdo n ¢ A\: E — E uma
aplicagdo linear e usemos as notagdes Trc(A), detg(A) e Trr(A), detg(\)
para indicar se estamos a considerar o trago ¢ o determinante no quadro dos
espagos vectoriais complexos ou no dos espacos vectoriais reais. Tem-se
entio:

Trz(\) = 2R(Tre())),  deta()) = |dete(A)[2.

Dem: Seja x4, ..., x, uma base de F, enquanto espaco vectorial complexo e

seja C, com elementos c;, a matriz de A nesta base, portanto a definida por

AMar) = 3_ cjx ;. Podemos escrever ¢j i = ajx + ibjx, com ajk, bjx € R, e
J

entdo, considerando a base zy,...,x,,ix1,...,ix, de E, enquanto espaco
vectorial real, podemos escrever, lembrando que A(ixy) = iA(zy),

Mak) = X ajexj+ 2 bjp iz,
J J
)‘(’wa = _Z bj,k T + Zaj,k i:cj
J J

de onde deduzimos que

Tre(\) = Z apr + Z agp = 22 R(crp) = 2R(Tre(N))
T K %

e que a matriz C’, de tipo 2n x 2n, da aplicagdo linear \ na base real consi-
derada pode ser apresentada por blocos do tipo n x n na forma

, [A -B
o_[B A].

Para calcular o determinante de C’ utilizamos um artificio que encontramos
em[21]. Para isso reparamos que, sendo X a matriz de tipo 2n x 2n com
divisdao em blocos do tipon X n
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In _iIn
o= )

onde [, nota a matriz identidade do tipo n X n, cuja matriz conjugada é

— [, il
X‘L‘LL 1}

tem-se

= A—1iB 0
! —
X><C><X_2><{ 0 A+z‘B}
Substituindo A por I,, e B por 0 (ou seja, considerando o caso A = Idg),
vem também

X x Iy x X =2x I,

e daqui deduzimos que

det(X) x det(C") x det(X) = 22" det( [A *OZB ) fl B])

det(X) x det(I,) x det(X) = 2%" det(I2,),

ou seja, det(X) x det(X) = 22%, donde
N A—1iB 0 _ cC 0|\ _
det(C') = det(| ) A—H‘BD dt({o c])
— det(T) x det(C) = [det(C)[2,
ou seja, det(A\g) = |det(\c)|?. O

§2. Espacos euclidianos e hermitianos.

1.2.1 No que segue continuaremos a utilizar K para designar um dos corpos R ou
C. No sentido de evitar duplicagdo de enunciados, tratando simultaneamente
os casos real e complexo, serda comodo estender trivialmente a R algumas
nogdes que a priori s6 faziam sentido em C. Assim:

a) Quando ¢ € C, nota-se ¢ o complexo conjugado do complexo c. No
quadro dos numeros reais vamos considerar que, para cada c € R, ¢ ¢
sindénimo de ¢, o que ¢ compativel com o facto de, quando identificamos R a
uma parte de C, R ser precisamente o conjunto dos complexos que
coincidem com os respectivos conjugados.

b) Quando E ¢ um espago vectorial complexo, definimos em 1.1.16 o espago
vectorial conjugado E. Quando E é um espago vectorial real, consideramos
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que E é sinénimo de E.

¢) Quando F e F'sdo espagos vectoriais complexos, chamamos aplica¢des
antilineares as aplicagdes lineares reais A\: F — F' que verificam a condigdo
A(cu) =¢A(u), para cada ¢ € C e uw € E. Em consonancia com o que se
disse em a), quando E e F' sdo espagos vectoriais reais, vamos considerar
que as aplicagdes antilineares \: E — F' s@o simplesmente as aplicacdes
lineares.

d) Quando F e F'sdo espagos vectoriais complexos, diremos que uma aplica-
¢do & E X E — F ¢ sesquilinear se ela é linear na primeira variavel e
antilinear na segunda. Quando F e F' sdo espagos vectoriais reais,
consideramos que uma aplicacdo sesquilinear &: E X E — F' é precisamente
a mesma coisa que uma aplicagdo bilinear. E claro que uma aplicagio
sesquilinear £ x ¥ — F ¢ precisamente a mesma coisa que uma aplicagdo
bilinear £ x E — F.

1.2.2 Seja £/ um espago vectorial sobre K, onde K ¢ R ou C. Relembremos que
um produto interno sobre E ¢ uma aplicagdo sesquilinear £ x £ — K,
notada usualmente (z,y) — (x,y), verificando as seguintes condi¢des:

a) Quaisquer que sejam 7,y € E, (z,y) = (y, x);3
b) Paracadax € F, (z,z) > 0;
¢) Se {(x,z) = 0, entdo z = 0.4

(a propriedade b) podera parecer um pouco estranha quando K = C, mas ela
faz sentido na medida em que, por a), tem-se {(x,x) = W, ¢ portanto
(xz,x) € R). Relembremos ainda que, se E estd munido de um produto
interno, podemos considerar sobre E uma norma associada, definida por

[zl = (=, 2),

tendo entdo lugar a desigualdade de Schwarz, que nos afirma que, quaisquer
que sejam z,y € F,

[z, )] < ll=[lllyll,

com [{x,y)| = ||=||||y| se, e so se, z e y sdo linearmente dependentes.
Aos espagos vectoriais de dimensdo finita, munidos de um produto interno,

da-se o nome de espacos euclidianos ou espagos hermitianos, conforme
K=RouK=C.

1.2.3 O exemplo mais simples de espago vectorial sobre K com produto interno ¢
o0 espaco cartesiano K", com o produto interno canonico, definido por

((a1y .-y an), (b1, ... by)) =a1b  + -+ + anby,.

3No caso em que K = R, esta propriedade diz-nos que a aplicacdo bilinear é simétrica.
4E claro que a reciproca é também verdadeira. Mais geralmente, a bilinearidade real do
produto interno implica que se tem (z,y) = 0, sempre que z = 0 ou y = 0.
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E este o produto interno que consideraremos sempre em K", salvo aviso em
contrario. Repare-se que a norma associada a este produto interno esta
definida por

I(as, .. an)ll = V/aa? + - + lan .

1.2.4 Se E é um espago vectorial de dimensdo n sobre K, entdo existe sempre
um produto interno sobre F. Mais precisamente, dada uma base wy, ..., w,
de E pode definir-se um produto interno associado a esta base pondo, para
T =aw;+ -+ awy ey =biwi + - + bywy,

<Iay> :ala"i_"""anb_n-

O produto interno candénico sobre K" ndo é mais do que o associado a base
canonica de K”.

[.2.5 Seja E' um espago vectorial complexo de dimensdo finita, munido de um
produto interno (, )¢. Sabemos que E pode ser também olhado como espago
vectorial real mas é evidente que, nesse contexto, {, )¢ ndo vai ser um
produto interno (trata-se de uma aplicagdo com valores em C e ndo em R).
No entanto ¢ facil constatar-se que se pode definir em F, considerado como
espago vectorial real, um produto interno, que notaremos { , )g, pondo

<l‘, y)]R = §R(<J),y>(c) 5

(reparar que um numero complexo e o seu conjugado t€ém a mesma parte
real). Dizemos que (, )r é o produto interno real associado ao produto
interno complexo (, )c. Repare-se que as normas associadas ao produto
interno complexo e ao produto interno real associado coincidem.

[.2.6 Seja E um espaco vectorial complexo, munido de um produto interno
complexo (, )¢ e do produto interno real associado (, )g. Se J ¢é a estrutura
complexa associada de F, entdo, quaisquer que sejam u, v € F, tem-se

(J(uw), J(0))c = (iu,iv)c =i x —i X (u,v)c = (u,v)c,
em particular também (J (u), J (v))r = (u, V)g.

1.2.7 Seja, reciprocamente, F/ um espaco vectorial real, munido de um produto
interno (, )g. Diz-se que uma estrutura complexa J: E — E é compativel
com o produto interno se se tem (J(u),J(v))r = (u,v)r, quaisquer que
sejam u,v € R (diz-se entdo também que o produto interno real é um
produto interno hermitiano do espaco vectorial complexo definido por J).
Quando isso acontecer, existe um, e um so, produto interno complexo (, )¢
do espago vectorial complexo definido por J, cujo produto interno real
associado seja (, )r, nomeadamente o definido por

SNotamos, para cada complexo z, R(z) e S(z) a parte real e o coeficiente da parte
imagindria de z.
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(u,v)c = (u, v)r + (u, J(v))r 7.

Dem: Comecemos por mostrar a unicidade. Para isso, reparamos que, se
(,)c ¢ um produto interno complexo de E cujo produto interno real
associado seja (, )g, entdo, sendo (u,v)c =a+bi, com a,b € R, vem
a=(u,v)g e
(u, J(0))c = (u,v)c = —i{u,v)c = b — ai,

e portanto b = (u, J(v))r, donde (u,v)c = (u,v)r + (u,J(v))ri. Defina-
mos agora (u, v)c pela formula anterior. Para terminar a demonstragéo basta
verificarmos que obtemos assim um produto interno complexo em E, visto

que ¢ entdo imediato que o produto interno real associado é (, )g. E imediato
que a aplicagdo (u,v) — (u,v)c € bilinear real e, uma vez que se tem

(J(w), v)r = (J(J (u)), J())r = = (u, ] (v))z,

podemos €screver

(u, J(v))e = (u, J (0)r + (u, J(J () r i =
= (u, J(v))r = (w, 0)ri = —i(u,v)c,

0 que mostra que ela é linear complexa na primeira variavel e antilinear na
segunda, e portanto temos uma aplicagdo sesquilinear. A igualdade

(J(u),v)r = —(u, J (v))r implica também que se tem (v, u)c = {u, v)c, em
particular (u,u)c é real, e portanto igual a (u,u)r, o que implica, em
particular, que temos um produto interno complexo. O

1.2.8 Seja E um espago vectorial real munido de um produto interno (, )g € de
uma estrutura complexa compativel J: E — FE. Para cada u € E, tem-se
entdo (u, J(u))g = 0.

Dem: Tem-se

(u, J(u))r = (J(u), J(J(w))r = (J(u), ~wr = —(u, J(u)r. O

1.2.9 Se E' ¢ um espago vectorial de dimenséo finita sobre K, munido de um
produto interno, tem lugar um isomorfismo 6: E — L(E;K), definido por

0(y)(z) = (z,y).

Dem: E imediato que, para cada y € E, tem lugar uma aplicacio linear de E
em K, definida por x +— (x,y), o que mostra que se pode definir uma
aplicagdo 6: E — L(E;K) pela igualdade do enunciado. E trivial constatar
que a aplicagio 6 ¢é antilinear, isto é, é uma aplicagio linear £ — L(FE;K),
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pelo que, uma vez que E e L(E;K) tém a mesma dimensdo, para vermos
que ela é um isomorfismo basta vermos que o seu nucleo é {0}. Ora, se
0(y) = 0, tem-se, em particular, 0 = 0(y)(y) = (y,y), donde y = 0. O

[.2.10 Seja E é um espago vectorial de dimensao finita sobre K, munido de um
produto interno. Diz-se que dois vectores =,y € E sdo ortfogonais se se tem
(x,y) =0. Se F C E é um subespago vectorial, chama-se complementar
ortogonal de F' o conjunto F'* dos vectores € E tais que {x,y) = 0, para
todooy € F.

1.2.11 Seja E um espago hermitiano, com o produto interno complexo { , )¢ e
seja {, )r o produto interno real associado.
Se x,y € E sdo vectores ortogonais, relativamente ao produto interno com-
plexo, entdo x e y sdo também ortogonais, relativamente ao produto interno
real, mas a reciproca ja ndo é valida: Por exemplo, se x # 0, tem-se
(iz,x)c = i{x,x)c # 0 e (iz,z)r = 0.
No entanto, no caso em que F' C E ¢ um subespago vectorial complexo, o
complementar ortogonal F'*, relativamente a ( , )¢, coincide com o comple-
mentar ortogonal relativamente a ( , )g.
Dem: E claro que, se = pertence ao complementar ortogonal de F,
relativamente a (, )¢, entdo x também pertence ao complementar ortogonal
de F, relativamente a (, )g. Suponhamos, reciprocamente, que z pertence ao
complementar ortogonal de F, relativamente a (, )g. Para cada y € F', vem
também iy € F, pelo que podemos escrever

%(<x7y>C) = <£E, y>]R =0,
Sz, y)c) = R(—i{z,y)c) = R((z,iy)c) = (z,iy)r = 0,

donde (z,y)c = 0. o

[.2.12 Sejam E um espago vectorial de dimensdo n sobre K, munido de um
produto interno e F' C E um subespago vectorial de dimensdo m. Tem-se
entdo:

a) F- é um subespaco vectorial de dimensdo n — m;

b) (F4)*" = F;

¢) Tem lugar a soma directa E = F @ F*;

d) {0}t = Ee Bt = {0}.

Dem: Comecemos por reparar que tem lugar uma aplicagdo linear sobrejec-
tiva de L(E;K) sobre L(F;K), que a cada aplicagdo linear {: F — K
associa a restrigdo &, p: F' — K (para ver que toda a aplicagdo linear de I em
K pode ser prolongada numa aplicagéo linear de £ em K, basta considerar
uma base de F', prolonga-la numa base de F e atender a que uma aplicagdo
linear fica definida se dermos, de modo arbitrario, as imagens dos elementos
duma base). Por composi¢do desta aplicacdo linear com o isomorfismo
0: E — L(E;K), somos conduzidos a uma aplicagio linear sobrejectiva
9:E — L(F;K), definida ainda por 8(y)(z) = (,y). Por definigdo, F* ¢ o
nucleo da aplicagdo linear () pelo que, uma vez que £ e L(F;K) tém
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dimensdes n e m, respectivamente, concluimos que F* é um subespago
vectorial de dimensdo n — m (de E ou de E, é o mesmo). Aplicando de novo
a mesma conclusio, vemos que (F1)L ¢é um subespago vectorial de
dimensdo n—(n—m)=m; uma vez que se tem evidentemente
F C (F*)*, podemos concluir que (F+)t =F. Se z € FNF*, tem-se
(x,z) =0, donde x = 0. Concluimos daqui que F' e F* formam soma
directa pelo que, uma vez que a soma das suas dimensdes ¢ igual a dimensao
n de E, tem-se E = F @ F*. E imediato que {0}* = F e o facto de se ter
E+ = {0} ¢, por exemplo, uma consequéncia daquele facto e do que vimos
em b). O

[.2.13 Nas condic¢des anteriores nota-se 7y a aplicacdo linear de E sobre F

associada a soma directa referida. Tem-se portanto que, para cada x € E,
pode-se escrever, de maneira inica x =z’ + 2", com2’ € Fez" € F', e
entdo mp(x) = a’, por outras palavras, mp(z) é o Gnico vector de F' tal que
z — mp(x) € F+. Diz-se que mp € a projec¢do ortogonal de E sobre F.
Repare-se que, tendo em conta a alinea b) do resultado precedente, a
projecgio ortogonal 7x.1 () de = sobre F'* é igual a 2”, isto é, a & — 7p(z).
E claro que se tem = € F se, e s0 se, mp(x) = x, assim como x € Ftse, e
$0 se, mp(z) = 0.
Tendo em conta [.2.11, vemos que, se £/ é um espago hermitiano e F' C E ¢
um subespago vectorial complexo, entdo a projecgdo ortogonal 7y ndo
depende de se considerar o produto interno complexo ou o produto interno
real associado.

[.2.14 Seja E um espago vectorial de dimensdo n sobre K, munido de um
produto interno. Diz-se que um sistema de m vectores wi,...,w, €
ortogonal se se tem (w;, wy) = 0, para cada j # k. Um sistema ortogonal de
vectores ndo nulos ¢ sempre linearmente independente e, no caso em que
m =n, ¢ uma base de E (uma base ortogonal de F), tendo-se, para cada
r € R,

<$a wj>

T = — Wj.
j=1 <wj’ wj> !

Dem: Suponhamos que wy, ..., w,, € um sistema ortogonal de vectores nio
nulos e que se tinha ) ajw; = 0. Para cada k, podiamos entdo escrever

0= <Z ajwj, wi) = Zaj<wjawk> = ar{wg, wy),
J J

donde a; = 0, o que mostra que o sistema ¢ linearmente independente. No
caso em que m = n, temos portanto uma base de E pelo que, para cada
x € E, podemos escrever © = ) a;w;. Tem-se entdo, para cada k,
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(z,wg) = Z%’(w]‘a wy) = agp{wp, W),

donde aj = &) O
(wr,wg)
1.2.15 Nas condi¢des anteriores, um sistema de m vectores wi,...,w,, deF

diz-se ortonormado se for ortogonal e constituido por vectores de norma 1,
por outras palavras, se se tiver (wj,wy) = 6;5, quaisquer que sejam j, k,
onde §;, ¢ 0 simbolo de Kronecker. A um sistema ortonormado de vectores
que constitua uma base também se d4 o nome de base ortonormada de E.

Repare-se que, a partir de um sistema ortogonal de vectores ndo nulos
Y1,--->Ym, pode sempre obter-se um sistema ortonormado wi, ..., Wy,

. "
pondo simplesmente w; = “‘;—JH
4]

Quando wy, ..., w, ¢ uma base ortonormada, a formula obtida atras diz-nos
que, para cada x € F, tem-se

n

x = Z (@, wj) w;.

=1

Uma das vantagens das bases ortonormadas é a de elas permitirem uma
caracterizagdo simples do produto interno de dois vectores a partir das
suas componentes.

1.2.16 Seja ws,...,w, uma base ortonormada de E. Dados z,y € E, com
T =aiw; + -+ agw, €y = bywy + -+ + bw,, tem-se
(x,y) = arby + - + ayby.
Dem: Vem

(x,y) = <Z ajw;, Zbkwk> = Z (ajw;, bywy) =
j %

Gk

=D abi {wjwe) =) ajby. o
i* j

[.2.17 Em particular, vemos que, se £ ¢ um espaco vectorial com uma base
wy, ..., Wy, entdo o produto interno construido a partir dela em 1.2.4 vai ser o
unico para o qual aquela base ¢ ortonormada.

[.2.18 (Existéncia de bases ortonormadas) Seja £/ um espago vectorial de
dimensdo n sobre K, munido de um produto interno. Cada sistema

6Recordemos que o simbolo de Kronecker 0jx ¢, por definigdo, igual a 1, se j = k, e igual
a0,sej#k.
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ortonormado de vectores de E pode entdo ser prolongado numa base
ortonormada de E, em particular, existe uma base ortonormada de F.

Dem: Facamos a demonstragdo da existéncia de uma base ortonormada para
E por indugdo na dimensdo n de E. Se n = 0, o resultado ¢ trivial, visto que
a familia vazia de vectores é uma base ortonormada. Suponhamos o resultado
verdadeiro para os espagos vectoriais de dimensdo n ¢ vejamos o que
acontece no caso em que E tem dimensdo n + 1. Seja z um vector nao nulo
de E e seja F' = Kz o subespago vectorial, de dimensdo 1, gerado por . O
vector wy = ﬁ ¢ um vector de norma 1 de F, e portanto uma base

ortonormada deste subespago. Pela hipotese de indugdo podemos considerar
uma base ortonormada ws, ..., w,41 do complementar ortogonal F'*, que é
um espaco vectorial de dimenséo n, e € entdo imediato que wy, we, ..., Wy41
¢ um sistema ortonormado de n 4 1 vectores de E e portanto uma base
ortonormada deste espaco. Mais geralmente, se yi,..., ¥, for um sistema
ortonormado de vectores de F, podemos considerar o subespaco vectorial F’
de dimensdo m gerado por este sistema e ¢ imediato que, juntando a estes
vectores 0s n —m vectores duma base ortonormada do complementar
ortogonal -, obtemos um sistema ortonormado de £ com n vectores, logo
uma base ortonormada deste espago. O

1.2.19 Seja E um espago hermitiano, com o produto interno complexo (, )¢ e
seja wy, ..., wy, um sistema ortogonal de vectores de F (respectivamente um
sistema ortonormado). Entao o sistema de vectores wy, ..., Wy, 1W1, ..., {Wy
¢ ortogonal (respectivamente ortonormado), relativamente ao produto interno
real associado (, )g. Relembremos que, quando o primeiro sistema é uma
base de F, enquanto espaco vectorial complexo, o segundo é uma base de F,
enquanto espago vectorial real.

Dem: Para cada j # k, tem-se

0 = (wj, wi)c = (wj, wi)r + (W), iw)r 1,

donde (w;, wy)r =0 e (w;,iwy)r = 0; daqui deduzimos, lembrando 1.2.6,
que se tem também (iw;, iwy)r = (wj, wi)r = 0. Por outro lado, para cada
J, tem-se

(wj, wj)r + (wj, iwj)r i = (wj, wj)c €R,

donde (wj,iw;)r =0, o que acaba de provar que temos um sistema
ortogonal de vectores de F, relativamente ao produto interno real associado.
No caso em que o sistema de partida ¢ mesmo ortonormado, esta mesma
formula mostra que, por ser (wj, w;)c = 1, ¢ também (w;, wj)r = 1 e daqui
deduzimos que se tem também (iwj;, iw;)r = (w;, wj)r = 1. O

O resultado que se segue estabelece um processo muito util de
caracterizar a projec¢do ortogonal sobre um subespago F', quando se
dispde de uma base ortonormada para esse subespago, ou, mais
geralmente, de uma base ortogonal. E claro que, tendo em conta o que
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vimos em 1.2.13, o resultado em questdo podera ser também utilizado
quando possuirmos uma base ortogonal para F'*, em vez de uma base
ortogonal para F.

1.2.20 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, munido de produto
interno, e F' C E um subespaco vectorial, munido de uma base ortogonal

wy, ..., Ww,. Para cada x € I, tem-se entdo
. {z,w;
me() =Y o,
j=1 <w1’w]>

em particular, no caso em que a base ¢ mesmo ortonormada,

m

mp(z) =) (@, w)w;.

J=1

CL"U,J
(wjwj)

Dem: Uma vez que y = > 7 wj pertence evidentemente a F', tudo o que

temos que mostrar é que * — y pertence a F'+. Ora, para cada k, tem-se

<x - y,wk.> = (x,wy) — 2 % (wj, wi) =
= <$,1Uk> - % <wkawk> =0

e daqui segue-se que, para cada z € F, com z = Y bywy,
m JE—
J)—y, Zb x_y7wk> O,
k=1

0 que termina a demonstragao. O

[.2.21 Sejam F e F espagos vectoriais de dimensdo finita, munidos de produtos
internos, € A\: £ — F' uma aplicagdo linear. Tem entdo lugar uma aplicagdo
linear \*: F' — E, dita adjunta de X, tal que, para cada y € F, \*(y) é o
tinico elemento de F que verifica a condigdo

(z, A" (y)) = (M=), ),

paratodoox € F.

Dem: Para cada y € F, tem lugar uma aplicagdo linear §,: £ — K, definida
por &, () = (A(z),y), pelo que a existéncia e unicidade de um elemento
A (y) € E, verificando a igualdade do enunciado, fica garantida por 1.2.9,
tendo-se nas notagdes desse resultado, \*(y) = 671(¢,). O facto de \* ser
uma aplicacdo linear é uma consequéncia de que a aplicagdo de F' em
L(E;K), que a y associa &, ¢ antilinear, tal como . O
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1.2.22 Sejam F e F espagos hermitianos, com produtos internos notados { , )¢, e
A: E — F uma aplicag@o linear. Tem-se entdo que a aplicagé@o linear adjunta
A F — E de A coincide com a adjunta de A relativamente aos produtos
internos reais associados (, ).

Dem: Basta atender a que a igualdade (z, A\*(y))c = (A(z),y)c implica tri-
vialmente a igualdade (z, \*(y))r = (M), y)r. O

1.2.23 Nas condigdes de 1.2.21, tem lugar uma aplicagdo antilinear de L(E; F)
em L(F; E), que a cada \ associa \*.
Dem: Dados A\, u € L(E; F'), tem-se

(T, N (y) + 1" (y)) = (2, A" (y)) + (=, 1" (y)) =
= (AM(2),y) + (u(x),y) = (Mx) + p(z),y) = (A + p)(2),9),

Y
o que implica que (A + u)*(y) = N (y) + p*(y). Do mesmo modo, se
ANeEL(E;F)eac€k,

(z,aX" (y)) = alz, A'(y)) = a(Mz),y) = (aA(z),y) = ((aA)(z), y),
o0 que implica que a\*(y) = (aX)*(y). O

1.2.24 Sejam E, F e G espagos vectoriais de dimensdo finita, munidos de
produto interno, e \: E — F e p: F' — G duas aplicagdes lineares. Tem-se
entdo:

a) (A7) = A
b) (Lo )" =A"opu’

Dem: Quaisquer que sejamx € Eey € F, vem
(v, A(@)) = (A(2), ) = (2, A*(y)) = (A" (), ),

0 que mostra que (A*)*(x) = A(z). Quaisquer que sejam z € F ¢ z € G,
tem-se

(2, A(17(2))) = (M), 17(2)) = (u(A(2)), 2),
pelo que (1o A\)*(2) = A* o u*(2). A afirmac@o feita em c) é trivial. O

1.2.25 Se E ¢é um espaco vectorial de dimensdo finita, munido de produto
interno, diz-se que uma aplicagdo linear \: E — E ¢ autoadjunta, se se tem
A* = ), isto é, se se tem

(2, A\(y)) = (M=), 9),

quaisquer que sejam z,y € E (no caso em que K = R, também se da o nome
de simétricas as aplicagdes lineares autoadjuntas). O subconjunto de
L(E; E), cujos elementos sdo as aplicagdes lineares autoadjuntas ¢ um
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subespago vectorial real’ que notaremos L, (E; E).

Analogamente, chamamos antiautoadjuntas as aplicagdes lineares \: £ — F
tais que A* = —), isto é, tais que (z,\(y)) = —(\(x),y), quaisquer que
sejam z,y € E, e notamos L_,,(F;E) o subespago vectorial real de
L(E; E) constituido pelas aplicagdes lineares antiautoadjuntas.

[.2.26 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo finita, munido de produto

interno ¢ F' C E um subespaco vectorial. Sendo tp: FF — E a inclusdo e
mp: £ — F aprojecgdo ortogonal de E sobre F', tem-se 17, = 7p, € portanto
também 7 = tp. Em consequéncia, quando se encara 7y como aplicacdo
linear £ — FE, mp € uma aplicag@o linear autoadjunta.
Dem: Para provar que np: E — F' € a adjunta de ¢y: F' — E, 0 que temos
que mostrar é que, quaisquer que sejam x € F e y € F, tem-se (tp(z),y) =
(x,mp(y)), isto & (x,y) = (z,7p(y)), igualdade que é equivalente a
(z,y — mp(y)) = 0. Ora, isto acontece efectivamente, uma vez que se tem
x € F e, por definigdo de projecgdo ortogonal, y — 7r(y) € F*. O facto de
se ter também 7}, = ¢p é agora uma consequéncia da alinea a) de 1.2.24 e o
facto de 7, como aplicagdo linear ¥ — F, ser autoadjunta resulta da alinea
b) do mesmo resultado, uma vez que se pode considerar que temos a
composta ¢y o Tp, € portanto

(tpomp)* =7poLp =LpoTp. O

Repare-se que o resultado anterior sublinha o cuidado necessario, ao
referir a adjunta de uma aplica¢do linear, de ter bem presente qual o
espago de chegada que se estd a considerar: Para a mesma aplicacdo linear
mr, de dominio F, a sua adjunta é ¢y, quando o espago de chegada consi-
derado ¢ F', e é a propria aplicacdo linear 7, quando o espago de chegada
considerado ¢ E.

A nogdo de aplicagdo linear adjunta ¢ talvez mais claramente entendida se
examinarmos o que acontece a respectiva matriz, desde que, e isso ¢
fundamental, esta seja tomada relativamente a bases ortonormadas dos
espagos euclidianos em questdo:

1.2.27 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita, munidos de produto
interno, wq,...,w,;,, uma base ortonormada de F e zy,...,2, uma base
ortonormada de F. Se A € L(E; F), tem-se entdo que a matriz da aplicagdo
linear \* € L(F'; F) naquelas bases ¢ a matriz transconjugada da matriz de A
nas mesmas bases. Em particular, no caso em que K = R, uma aplicagdo
linear A\ € L(E;E) ¢ simétrica se, e s se, a sua matriz numa base
ortonormada ¢é simétrica.

Dem: A matriz da aplicagdo linear A é a matriz cujo elemento ay, ;, da linha £

TRepare-se que, quando E é um espaco vectorial hermitiano, apenas podemos garantir
que L, (E;E) é um subespago vectorial real. A razdo estd no facto de a aplicagio
A — \* ser antilinear, e ndo linear complexa.
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e coluna j, esta definido por
n
Mw;) = Zawzk,
k=1

tendo-se portanto, uma vez que a base z1, ..., 2, ¢ ortonormada,
ar,; = (A(w;), zx).

Do mesmo modo se vé que o elemento da linha j e coluna k£ da matriz de \*
é

b = (N (1), wi) = (21, Awy)) = (Mwj), zx) = @i js
donde o resultado. O

1.2.28 (Corolario) Sejam E um espago vectorial de dimensdo n, munido de
produto interno, e \: £ — FE uma aplicacdo linear com adjunta \*: £ — F.
Tem-se entdo

Tr(A) = Tr()),  det(\*) = det(\).

Dem: Fixando uma base ortonormada 1, ..., x, de F, sabemos que a matriz
de \* naquela base ¢ a transposta da conjugada da matriz de A\ na mesma
base, pelo que basta repararmos que uma matriz € a sua transposta tém o
mesmo traco ¢ 0 mesmo determinante € que o trago ¢ o determinante da
matriz cujos elementos sdo os conjugados dos duma matriz dada sdo respec-
tivamente iguais aos conjugados do trago e do determinante desta. O

1.2.29 Sejam E e F' espacos vectoriais de dimensdo finita, munidos de produto
interno. Diz-se que uma aplicag@o linear A\: EE — F' é ortogonal se se tem

(A (@), A(y)) = (z,9),

quaisquer que sejam z,y € E. Uma tal aplicacdo linear verifica entdo
trivialmente a condigdo ||A(z)| = ||z||, qualquer que seja x € E, em
particular é sempre uma aplicagdo linear injectiva. Déa-se o nome de
isometria linear a um isomorfismo ortogonal, isto ¢, a uma aplicagdo linear
ortogonal \: £ — F, que seja um isomorfismo de E sobre F. No caso em
que K = C é mais comum chamar aplicagdes lineares unitdrias as aplicacdes
lineares ortogonais.

1.2.30 Sejam E e F' espacos vectoriais de dimensdo finita, munidos de produto
interno, wy, ..., w,, uma base ortonormada de £ e A: E — F uma aplicacdo
linear. Sdo entdo equivalentes as condi¢des seguintes:

a) A é uma aplicacdo linear ortogonal;

b) |A(z)|| = ||z||, qualquer que seja x € E;

) N o\ =Idg;

d) AM(w1), ..., A(wy,) € um sistema ortonormado de vectores de F'.
Além disso, no caso em que K = C, a aplicag@o linear complexa \: £ — F' ¢
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ortogonal, relativamente aos produtos internos complexos, se, e sO se, ¢
ortogonal relativamente aos produtos internos reais associados.

Dem: Vamos comegar por verificar que cada uma das condic¢des c) e d) ¢
equivalente & condigdo a). E trivial que a condigio a) implica a condigdo d) e
o facto de ela implicar ¢) vem de que podemos entdo escrever, quaisquer que
sejamz,y € F,

(2, A" 0 Ay)) = (A(@), Ay)) = (z,9),

0 que implica que A* o A(y) = y. Supondo que se verifica c¢), tem-se, do
mesmo modo,

(A@), A(y)) = (2, A"(A(y))) = (z,y),

0 que ndo ¢ mais do que a condigdo a). Supondo que se verifica d), tem-se,
paraz,y € E,x =) ajwjey = Y bywy, portanto
j k

@), A@) = O ad(wy), D bed(wy)) =
J k
=" abe(Mw)), Nwy)) = > ajb(wj, wy) =
Jik 5.k
= > aw;, Y brw) = (z,y),
7 k

0 que mostra que A ¢ uma aplicagdo linear ortogonal. Reparemos agora que,
no caso em que K = C, a caracterizagdo em c) implica, tendo em conta
1.2.22, que X é ortogonal, relativamente aos produtos internos complexos, se,
e s0 se, ¢ ortogonal relativamente aos produtos internos reais associados. Por
esse motivo, para demonstrar a equivaléncia entre a) e b), que nos falta,
podemos examinar apenas o que se passa no caso em que K =R. Ora, a
condicdo a) implica evidentemente b) e, supondo que se verifica b), partimos
da identidade

(z+y,z+y) = (x,2) +(v,9) + (y,2) + (y,9) =
= <SC,$> + 2<$’y> + <y7y>:

que implica que

(l +l” = ll=[* = llyl1*),

DO | =

<3;‘,y> =

para deduzir que

N~ DN~

(IA@) + A1 = I @) = A1) =

(A + )2 = M@ = A7) =

(A(@), A(y))
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1
3 lz 4yl = ll2* = lyll*) = (z,v),

0 que prova a). O

1.2.31 Por exemplo, se £ é um espago euclidiano ¢ J: £ — E é uma estrutura
complexa, entdo J € uma estrutura complexa compativel se, e so se, € uma
aplicagdo linear ortogonal (e portanto uma isometria linear), o que ¢
equivalente a J ser antiautoadjunta.

Dem: O facto de J ser compativel se, e so se, ¢ uma aplicagao linear ortogo-
nal é simplesmente a defini¢cdo. Por outro lado, a identidade J o J = —Idg
garante que .J é um isomorfismo, com J ! = —.J, e, pelo resultado prece-
dente, J é uma aplica¢do linear ortogonal se, e s6 se, J* = J !, ou seja, se, e
sose, J" = —J. |

Vimos em I.1.15 que todo o espaco vectorial real de dimenséo par admite
uma estrutura complexa. Como exemplo de aplicagdo do que estabele-
cemos atras, vemos agora que, quando o espago ¢ euclidiano, podemos
afirmar um pouco mais.

1.2.32 Seja E' um espaco euclidiano de dimensdo par n = 2p. Existe entdo sobre
E uma estrutura complexa compativel J. Mais precisamente, dada uma base
ortonormada de F, que notamos uy, ..., Uy, V1, ..., Uy, podemos tomar para
J a aplicagdo linear definida por J(u;) = vj e J(v;) = —u; (J aplica aquela
base ortonormada numa base ortonormada).

A nogao de aplicagdo linear ortogonal admite uma generalizagdo em que,
em vez das normas serem conservadas, elas vém multiplicadas por uma
certa constante.

1.2.33 Sejam E e F' espacos vectoriais, reais ou complexos, de dimensao finita,
munidos de produto interno, wi,...,w, uma base ortonormada de E e
A: E — F uma aplicacdo linear. Se ¢ > 0, sdo entdo equivalentes as condi-
¢oes seguintes:

a) (A(x), M(y)) = c*(z,y), quaisquer que sejam z,y € E;

b) |A(z)]| = ¢||x|, qualquer que seja z € E;

¢) Mo X = c?ldg;

d) M(wy), ..., \M(wy,) é um sistema ortogonal de vectores de F' de norma c.
Se ¢ =0, elas sdo equivalentes a A =0 e se ¢ >0, elas sdo ainda
equivalentes ao facto de %)\ ser uma aplicacdo linear ortogonal e implicam,
em particular, que A é uma aplicagdo linear injectiva.

Dizemos que A € uma aplicacdo linear conforme, com coeficiente de confor-
malidade c, se se verificam as condi¢des anteriores. Dizemos simplesmente
que A\ € uma aplica¢do linear conforme se A & conforme para algum



§2. Espagos euclidianos e hermitianos 23

coeficiente de conformalidade ¢ > 0.

Dem: E facil de ver que, se ¢ = 0, cada uma das condigdes a) a d) é equiva-
lente a A =0 (reparar que a) pode-se escrever, de modo equivalente, na
forma (z, \* o A(y)) = 0 e implica trivialmente b)). Se ¢ > 0, as condi¢des
a) a d) sdo respectivamente equivalentes a

&) (GA(@), cA(Y)) = (z,y)

v) [ @) = [l«]

) (AN o (IN) =Tdp

d) %/\(wl), - %/\(wm) ¢ um sistema ortonormado de vectores de F',

a primeira das quais corresponde a afirmar que %/\ ¢ uma aplicagdo linear
ortogonal ¢ cada uma das outras reduz-se a condi¢do correspondente em
1.2.30, para a aplicag@o linear %)\. O

1.2.34 (Notas) a) Uma aplicacdo linear ortogonal A\: F — F' é precisamente a
mesma coisa que uma aplicagdo linear conforme com coeficiente de
conformalidade 1.

b) No caso em que E e F' sdo espagos vectoriais complexos, a condicdo c)
mostra que a aplicagdo linear complexa \: E — F ¢ conforme, com
coeficiente de conformalidade ¢ se, ¢ so se, 0 é quando se olha para F ¢ F
como espagos vectoriais reais, com os produtos internos reais associados.

¢) No caso em que F tem dimensdo 1, a condicdo d) mostra que toda a
aplicacdo linear A\: F — F' ¢é conforme.

O resultado que se segue da-nos uma caracterizagdo, muitas vezes util,
das aplicagdes lineares que sdo projec¢des ortogonais sobre subespacos.

[.2.35 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, munido de produto
interno, e A\: F — E uma aplicacdo linear. Tem-se entdo que A ¢ a projeccao
ortogonal sobre algum subespago F'de E' se,esdse, \* =Aelol= e,
nesse caso, um tal F' ¢ inico e igual a A(E).

Dem: Comecemos por supor que A ¢ a projeccdo ortogonal de E sobre o
subespago F' C E. Ja vimos em 1.2.26 que A ¢é autoadjunta e, uma vez que,
para cada u € FE, A\(u) € F e que, para cada v € F, A(u) = u, vemos que
ME) = Feque,paracadau € E, A(A(u)) = A(u),isto &, Ao A = A.
Suponhamos, reciprocamente, que A € L(E;FE) é tal que \*=X\ e
Ao A=A Seja F = A(E) e tomemos u € E arbitrario. Tem-se A\(u) € F e,
para cada v € F, podemos escrever v = \(w), para algum w € E, pelo que

(u = A(u),v) = {u, A(w)) = (Mu), Mw)) =
= (u, A(w)) = (u, A(A(w))) = (u, A(w)) = (u, A(w)) =0,

0 que mostra que u — A(u) € F*, e portanto \(u) é a projecgdo ortogonal de
u sobre F'. O



24 Cap. 1. Algebra Linear e Calculo Diferencial

§3. Os produtos internos de Hilbert-Schmidt.

1.3.1 Suponhamos que, para cada 1 < j<p, F; é um espago vectorial de
dimensdo n;, munido de produto interno. No produto cartesiano
Ey x--- x E,, que é um espaco vectorial de dimensdo ny + --- + n,, tem
entdo lugar um produto interno definido por

<($17 7'7517)7 (yb 7yp>> = <I1>y1> +eee <wp7 yp>'

Por exemplo, se cada E; fosse igual a R ou C, com o produto interno usual
({a,b) = ab), obtinhamos o produto cartesiano K?, com o produto interno
usual.

Repare-se que a norma sobre E; x --- X E,, associada a este produto
interno, ndo é, em geral, a norma do maximo, definida em I.1.11.

1.3.2 Sejam E e F espacos vectoriais, reais ou complexos, de dimensdes m e n,
respectivamente, munidos de produto interno. Existe entdo sobre o espaco
vectorial L(E; F), de dimensdo n X m, um, e um so, produto interno, tal
que, qualquer que seja a base ortonormada wy, ..., w,, de E, se tenha, para
A€ L(E;F),

Além disso, considerando também o produto interno correspondente sobre
L(F;E), tem-se. para A\, u € L(E; F),

A% %) = (A ).

Alternativamente, fixadas bases ortonormadas wy, ..., w,, de F e z1,..., 2,
de F, onde A\ e ;1 tém matrizes de elementos ay ; € by, ;, definidas portanto por

Mw;) = > apjzi € p(wj) = Y by jzk, tem-se
k k

o) = kb, 8
¥

Dem: Fixemos uma base ortonormada ws, ..., w,, de E e definamos, para
A€ L(E; F),

8Por outras palavras, identificando as aplicagdes lineares, com as respectivas matrizes e
estas com elementos de K™, de uma das maneiras naturais, ao produto interno de
L(FE; F) fica a corresponder o produto interno canénico de K™ (cf. 1.2.3).



§3. Os produtos internos de Hilbert-Schmidt 25

(i) = 3 (Awy). ).

J

Se nos lembrarmos que uma aplicacdo linear, que se anula nos elementos de
uma certa base, ¢ nula, constatamos facilmente que fica assim definido um
produto interno no espago vectorial L(E;F'). Para justificar a primeira
afirma¢do do enunciado, tudo o que teriamos que ver é que este produto
interno ndo depende da base ortonormada que fixdmos em F. Para
verificarmos isso vamos utilizar um processo que nos permite, a0 mesmo
tempo, demonstrar a segunda afirmagio do enunciado, assim como a férmula
que envolve as matrizes de A\ e p em bases ortonormadas arbitrarias.
Consideremos entdo uma base ortonormada z1,...,z, de F, assim como o
produto interno em L(F'; E) definido a partir desta base ortonormada. Se
verificarmos que se tem (\*, u*) = (A, ), a independéncia da escolha das
bases ortonormadas ficard demonstrada (o primeiro membro da igualdade
ndo depende da base fixada em E e o segundo nio depende da base fixada
em F, pelo que nenhum deles pode depender de nenhuma das escolhas). Ora,
considerando as matrizes de A e p nas duas bases ortonormadas
consideradas, vem

Ohssa) = 3 (M), () =
= Z ( Z Qg 2k Z b jow ) =
ik =
= Z ak’7jm<zk72k’> - Zak]m
Jik

JkoK

e, do mesmo modo, tendo em conta 1.2.27,

N1y =g by = (A ). O
¥

1.3.3 Ao produto interno sobre L(F; F') que definimos atrds costuma-se dar o
nome de produto interno de Hilbert-Schmidt. Repare-se que a norma de
L(E; F) associada a este produto interno ndo é, em geral, a mesma que a
definida em 1.1.9, a partir das normas de E e F' associadas aos respectivos
produtos internos.

Reparemos que, se fixarmos uma base ortonormada wy,...,w,, de E
ficamos com um isomorfismo de L(E;F) sobre F x---x F (m
factores), que a cada A associa (A(wy), ..., A(wy,)), isomorfismo que vai

ser uma isometria linear, quando se considera em L(FE;F) o produto
interno de Hilbert-Schmidt e em F' x --- X F' o produto interno referido
em [.3.1.
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1.3.4 Sejam E, F' e G trés espagos euclidianos ou hermitianos, A € L(E; F),
we L(F;G)e& € L(FE;G). Tem-se entdo

At o) = (uol & = (g0 \).
Dem: Fixemos uma base ortonormada wn, ..., w,, de E. Tem-se entdo
(1o 0,8 = D (A (wy), €(wy)) =
J
= > )i (€)= (w0 &),
J
0 que demonstra a primeira igualdade. Quanto a segunda, ela vai ser uma

consequéncia da primeira e da ultima conclusdo de 1.3.2, visto que podemos
escrever

<Mo /\7§> = <(:uo A)*7£*> = </\* OM*’§*> =
= (WA 0 &) = (ur, (Eo A)") = (u,§ 0 A"). a

[.3.5 (O caso em que E é real e F' é complexo) a) Sejam FE um espago
vectorial real de dimensdo m, munido de um produto interno real (, )g e F
um espaco vectorial complexo de dimensdo finita, munido de um produto
interno complexo (, )¢ e notemos também (, )g o produto interno real
associado de F. Tem-se entdo que o produto interno de Hilbert-Schmidt de
L(E; F), enquanto espago vectorial real, associado aos produtos internos
(, )r, ¢ o associado a um produto interno de L(E;F'), enquanto espaco
vectorial complexo, nomeadamente o definido por

Moo= (M), ulw)e.

=1

onde wy, ..., w,, ¢ uma base ortonormada arbitraria de F.
b) Sejam E e F espagos vectoriais complexos, munidos de produtos
internos, que notaremos {, )¢, e consideremos o produto interno complexo
sobre Lg(E; F') referido em a), correspondente a considerar £ como espago
vectorial real com o produto interno real associado (, )g. Tem-se entdo que o
produto interno complexo induzido por este em L¢(F; F) C Lr(E; F) é o
dobro do produto interno de Hilbert-Schmidt complexo de L¢(E; F).
¢) No quadro descrito em a), valem as adaptacdes naturais de 1.3.4, nomeada-
mente:

cl) Se E é um espago euclidiano, F' ¢ G sdo espagos hermitianos,
ANEL(E;F),u € Le(F;G) e € € L(E; G), entdo

(A obc = (oA Ec.

c2) Se E, F sdo espagos euclidianos, G é um espago hermitiano,
ANeEL(E)F),ue L(F;G) e € L(E;G), entdo
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(moX,&c = (oA )c.

Dem: a) E ficil constatar, tal como na defini¢io do produto interno de
Hilbert-Schmidt no caso em que temos o mesmo corpo de escalares, que,
fixada a base ortonormada ws,...,w,, de E, a expressdo do enunciado
define efectivamente um produto interno complexo sobre L(E;F), cujo
produto interno real associado esta definido por

Oome = S (M), ww))e,

j=1
sendo portanto o de Hilbert-Schmidt. Basta entfo repararmos que o facto de
este produto interno complexo ndo depender da base ortonormada escolhida
resulta de que isso acontece com o produto interno real associado.

b) Basta atender a que, sendo wy, ..., w,, uma base ortonormada complexa
de FE, relativamente ao produto interno (, )¢, podemos considerar a base
ortonormada real wy, ..., wy,, iw;,...,iw,, de E, relativamente ao produto

interno real associado, tendo-se portanto, para \, u € L¢(E; F),
A e = Z (AMw;), p(wj))c + Z (Aiwy), piw;))c =

= 3" () w))e + 3 (Aw),in(w))c =

¢) Trata-se de uma consequéncia das férmulas em 1.3.4, se repararmos que,
pela relagdo entre um produto interno complexo e o produto interno real
associado, estabelecida em 1.2.7, podemos escrever, no primeiro caso,

(Ao =\ p o r+i(Ai(n 0 &))r =
(A p* o Em + (A, p* o (i€))r =
= <NO)‘7£>R+Z<ﬂo A:&)R = <MO)\,£>C

e, no segundo caso,

(oA, §)c = (uoNEr+i(uoN il)r =
= <p,,§ © )‘*>R + Z.<ﬂa Zf © )‘*>R = <:u7£o )‘*>(C O

Estudamos atras a caracterizagdo da adjunta de uma aplicagdo linear e do
produto interno de duas aplicagdes lineares em termos das respectivas
matrizes em bases ortonormadas. Por vezes interessa examinar uma
situacdo analoga, em que as matrizes relativas a bases sdo substituidas por
matrizes associadas a somas directas. Comegamos, para isso, por
examinar o que sdo essas matrizes.
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[.3.6 Sejam E e F espagos vectoriais e fixemos subespacos vectoriais
Ey,...,E,,de E,e F,..., F,, de F, tais que tenham lugar as decomposi-
¢oes em soma directa FE=F ®---PE, ¢ F=F®---®F,. Se
A E — F ¢ uma aplicagdo linear, vamos chamar matriz de )\, relativamente
as somas directas consideradas, a familia de aplicagdes lineares (\; ;) 1<i<n,

1<jsm
. 1 — /. -1
com )\;;: F; — F; definida por \;; =m0 )\/Ej, onde 7;: F — F; sdo as
projeccdes associadas a segunda soma directa. A matriz é frequentemente
notada

Al A2 o Aim
A1 Agg o dam
Mt Aes o Aum

by

ou ainda, se quisermos tornar visualmente mais claro quais as somas directas
consideradas,

By Ey, -+ E,
Fi Mg Mg o A
Fy | dan Ao -0 Ao
Fo[ Mt Az o Aum

1.3.7 Nas condicdes anteriores, dada uma matriz arbitraria de aplicagdes lineares
AijiEj— Fj, com 1<i<n e 1<j<m, vai existir uma, e uma so,
aplicagdo linear A: E — F’ cuja matriz seja aquela, nomeadamente a definida
por A=Y \;jomj, onde 7;: E — E; sdo as projec¢des associadas & pri-

15
meira soma directa. O espaco vectorial L(FE; F') fica assim isomorfo ao
produto cartesiano dos espagos vectoriais L(Ej; F;), com 1 <j<m e
1 <i < mn, pelo isomorfismo que a cada A associa a respectiva matriz de
aplicagdes lineares.
Dem: Se \: £ — F' ¢ uma aplicagdo linear tal que 7} o \, B, = Aij, tem-se,
paracadax € E

Mz) =) m(M) =D wl(A(m(2) = Y Aiy(m(@)),

1<i<n 1<i<n 1<i<n
- = 1<j<m 1<j<m

donde A =) \;jom;. Reciprocamente, definindo A\ € L(E; F) por esta
1<i<n
1<j<m

igualdade, tem-se, para cada « € Ej, A(z) =) A j(x), com \; ;(x) € F,

1<i<n

para cada i, pelo que \; j(z) = m,(A(x)). O

1.3.8 (Functorialidade) Consideremos espagos vectoriais F, ', G e subespacos
vectoriais Fy,...,Ey, de E, I1,...,F,,de F,e Gy,...,G,, de G, tais que



§3. Os produtos internos de Hilbert-Schmidt 29

tenham lugar as somas directas
E:El@...@Em’ F:Fl@...@Fm G:G1@~~@Gp.

Tem-se entdo:
a) A matriz da aplicagdo linear Idp: F — E ¢

Idg, 0 - 0
0 Idg - 0
0 0 ... Idg

n

b) Se \: E — F e u: F — G tém matrizes

>\1,1 )\1,2 T )\1,m M1l M12 0 Min
A21 A2z 0 Aem o | M2 m22 2
An,l >\n,2 tee An,m Hp1  Hp2 < Hpn

respectivamente, entdo p o A: E — G tem matriz

P11 P12 0 Pim
P21 P22t P2m
Ppl Pp2 - Ppm

onde Pik = Z i j © )\j_]k.g

1<j<n
Dem: A demonstragdo de a) ¢ trivial e, quanto a b), atendemos a que, para
cada z € FEj, tem-se

no(@) = u(3 @) = 3 wlhu(@) =

1<j<n 1<j<n
=> > m W@ =Y Y migoNala),
1<i<p 1<j<n I<i<p 1<j<n

com p; ;o Aj(x) € G;, para cada i, donde p; () =D pijo Ajp(z). O
1<j<n
1.3.9 No quadro de um espago vectorial E, munido de produto interno, sabemos
que as bases ortonormadas jogam um papel especialmente relevante. Do
mesmo modo, nesse quadro, de entre as decomposi¢des em soma directa
E=F & ---&FE, vido ser especialmente importantes aquelas em soma
directa ortogonal, isto ¢, aquelas em que, para cada i # j, z € E; e 2’ € E},
tem-se (z,z') = 0. Repare-se que, como se verifica facilmente, dizer que a
decomposi¢do em soma directa £ = E; @ --- & E,, ¢é ortogonal equivale a

9Reparar na analogia com a matriz identidade e com a férmula usual para o produto de
matrizes.
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dizer que as projecgdes 7;: ' — E; associadas a soma directa coincidem com
as projecgoes ortogonais de E sobre as parcelas E;.

1.3.10 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensdo finita, munidos de produto
interno e de decomposi¢des em soma directa ortogonal £ = E1 & --- ® E,, €
F=F & - & F,. Sejam \, u € L(FE; F), com matrizes

Al A2 o Aim M1l M12 ccc Bim
>\2,1 )\2,2 e )\Q,m M2 H22 o H2m
)\n 1 )\n,Q e >\n,m Hni  Hn2 0 Hpm

s

Tem-se entdo:
a) A aplicagdo linear \*: F' — E tem matriz

M) (M)t - (A)*
(A2)" (o)™ o ()
M) Qo) o Q)

por outras palavras, tem-se (A*);; = (X ;)"
b) Tem-se, para os produtos internos de Hilbert-Schmidt,

o) =D (i i)

1<i<n

1<j<m
Dem: Sejam 7 FE — E; e mj:F — F; as projecgdes ortogonais e
1 Ej — E e ) F; — F as inclusdes. Tem-se entdo

(N\)ji=mjoNp =mjoX oy=1;0X onm = (moXo)" = (\ij),

0 que prova a). Quanto a b), comecemos por notar que, se y,y € F, entdo
/

tem-se (y,y') = > (m(y), mi(y)), uma vez que y =3 m(y), ¥’ =3

1<i<n i i
wh(y') e, para i # ¢, (7i(y), 7, (y')) = 0. Daqui resulta, tendo em conta a
definicdo dos produtos internos de Hilbert-Schmidt, que, para «,f €

L(E; F), tem-se
(0,8) = Y (/00,70 9).

Uma vez que, fixada uma base ortonormada em cada Ej, a unido dessas
bases vai ser uma base ortonormada de F, concluimos que

Aoy = Npoye) =D D (o m,miops) =

1<j<m 1<j<m 1<i<n

=Y i i) O

1<i<n
1<j<m
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Por vezes ser-nos-a util sabermos calcular determinantes e tragos de apli-
cagOes lineares em termos das suas matrizes relativas a uma
decomposi¢do em soma directa. Para simplificar examinamos apenas o
que se passa quando com as somas directas de duas parcelas. Os
resultados gerais podem facilmente ser deduzidos destes por indugdo no
numero de parcelas.

[.3.11 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo n e E1, Fy dois subespacos
vectoriais tais que tenha lugar a soma directa £ = Fy @ Fs. Seja \: E — F
uma aplicag@o linear com matriz

[/\1,1 /\1,2]
Ao Ao |’

relativa a decomposicao considerada. Tem-se entdo:

a) Tr(A) = Tr(A\11) + Tr(Ag2).

b) Se )\2,1 =0ou )\1_]2 = 0, entdo det()\) = det()\m) X det()\g‘g).

Dem: Sendo p e g as dimensdes de E; e Fs, respectivamente, fixemos uma
base de E cujos primeiros p elementos estejam em FE; e os ultimos ¢
elementos em F,. A matriz A de A nesta base pode ser dividida em blocos,

A Aip
A= | 2
[A2,1 Az ]’

onde A;; é a matriz da aplicagdo linear \;; nas bases consideradas. O
resultado é entdo uma consequéncia de que, para uma matriz A assim
dividida, tem-se trivialmente Tr(A) = Tr(A;1) + Tr(As2) ¢ de que ¢ bem
conhecido que, com a hipdtese de se ter A2; =0 ou A;2 =0, tem-se
também det(A) = det(A4;1) x det(Aa2) (O leitor que ndo conhecesse esse
resultado prova-lo-ia facilmente reparando que, na soma correspondente ao
determinante de A, s6 podem ser ndo nulas as parcelas correspondentes a
permutacdes o que apliquem cada um dos dois subconjuntos {1,...,p} e
{p+1,...,n} em si mesmo). O

§4. Orientagao de espacos vectoriais reais.

[.4.1 Seja E um espago vectorial real de dimensdo n e sejam up,...,u, €
v1,...,0, duas bases de . Podemos entdo considerar a matriz de mudanga
da primeira base para a segunda, que é a matriz com n linhas e n colunas,
cujo elemento a;x, da linha j e coluna k, estd definido por

n
V = E Ak Uj.
J=1
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Trata-se de uma matriz invertivel, cuja matriz inversa ¢ a matriz da mudanga
da segunda base para a primeira. Diz-se que as duas bases tém a mesma
orientagdo se a matriz de mudanga da primeira base para a segunda tem
determinante positivo; caso contrario, isto €, se esse determinante é negativo,
diz-se que as duas bases tém orientacdes opostas.'0

A raz@o por que esta nogdo so ¢ apresentada no quadro dos espagos vectoriais
reais esta em que, no caso de termos um espago vectorial complexo, a matriz
de mudanca de base tera elementos complexos pelo que o seu determinante
sera em geral um numero complexo, ndo fazendo portanto sentido pedir que
ele seja positivo ou negativo. Ndo esquecer, no entanto, que um espago
vectorial complexo E de dimensdo n pode ser olhado como espago vectorial
real, de dimensdo 2n, e, desse ponto de vista, ja faz sentido falar de duas
bases reais de E' terem ou nao a mesma orientacgao.

r

1.4.2 A relagdo “tém a mesma orientagdo” é uma relagido de equivaléncia no con-

junto Q"(F) das bases de E. Além disso, se as bases u1,...,u, € v1,..., U,
tém orientacdes opostas e as bases vy,...,v, € wi,...,w, tém orientacdes
opostas, entdo as bases ug, ..., u, € wy, ..., w, t&ém a mesma orientagio.

Dem: A reflexividade vem de que o determinante da matriz identidade ¢
igual a 1. A simetria ¢ uma consequéncia do facto de o determinante da
matriz inversa ser o inverso do determinante da matriz de partida, tendo, em
particular, o mesmo sinal que este. Quanto a transitividade ¢ a tultima

afirmac@o do enunciado, basta atendermos a que a matriz de mudanga da

base uy, ..., u, para a base wy, ..., w, ¢ o produto da matriz de mudanga da
base ui,...,u, para a base vi,...,v, pela matriz de mudanga da base
vy,...,U, para a base wi,...,w,, tendo portanto determinante igual ao
produto dos determinantes daquelas. O

1.4.3 A propriedade suplementar referida no enunciado precedente implica que o

conjunto 2, (F) das base de E tem, no maximo, duas classes de equivaléncia
para a relacdo de equivaléncia em questdo, visto que, se duas bases ndo
forem equivalentes, qualquer base que ndo seja equivalente a uma delas ¢
equivalente a outra.

De facto, se F # {0}, Q,(E) tem mesmo duas classes de equivaléncia: Para
o0 ver, basta reparar que, se multiplicarmos um dos vectores de uma base por
—1, obtemos uma base ndo equivalente (se multiplicarmos uma coluna duma
matriz por —1, o seu determinante vem multiplicado por —1). Diga-se a
propdsito que, se trocarmos a ordem de dois vectores de uma base, obtemos
também uma base ndo equivalente (se trocarmos duas colunas de uma matriz,
obtemos uma nova matriz, cujo determinante ¢ simétrico do da primeira).
Jase E = {0}, F tem uma tnica base, a familia vazia de vectores, e portanto
2, (F) tem uma Unica classe de equivaléncia.

10Repare-se que a ordenacio dos elementos da base é aqui essencial.
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Repare-se que, embora tenhamos definido quando € que duas bases tém a
mesma orientagao, ndo dissemos o que se deve entender por orientacdo de
uma base. E verdade que, no espago vectorial dos vectores livres da nossa
Geometria euclidiana, estamos habituados a falar de bases directas e de
bases retrogradas, mas essa classificacdo ¢ algo que ultrapassa a simples
estrutura de espaco vectorial e tem muito a ver com uma escolha arbitraria
de uma base como modelo.

Outra observacdo ¢ a de que a ideia intuitiva que temos de duas bases
terem ou ndo a mesma orientagdo ndo corresponde directamente a defi-
ni¢do que apresentdmos acima!l. Intuitivamente, duas bases uy, ..., u, e
vy, ...,0, tém a mesma orientacdo se pudermos deformar continuamente
a primeira na segunda, isto é, se existir uma aplicagdo continua do
intervalo [0, 1] no conjunto Q"(F) das bases de E' (uma parte do espago
vectorial E” de dimensdo n?), que em 0 tome como valor a primeira base
e em 1 a segunda. E facil provar que duas bases que tenham a mesma
orientagdo, neste sentido intuitivo, tém também a mesma orientagdo, no
sentido da defini¢do que apresentamos: a deformagdo da primeira base na
segunda vai corresponder uma deformagdo da matriz identidade na matriz
de mudanga de base, feita ao longo do conjunto das matrizes invertiveis, e
a func¢do determinante, sendo continua e nunca se anulando ao longo
dessa deformacgdo, vai ter que ter sempre o mesmo sinal. A implicagdo
reciproca ¢ também verdadeira, mas a respectiva demonstragdo ¢ menos
elementar e ndo sera aqui abordada (o leitor interessado podera examinar
o exercicio 1.18 para o caso particular de duas bases ortonormadas e o
exercicio II1.6 para o caso geral). No caso particular do espago vectorial
dos vectores livres do nosso espaco da Geometria euclidiana, esta
implicagdo reciproca pode ser demonstrada de modo simples se
admitirmos uma propriedade, que ja todos “verificAmos experi-
mentalmente” e que refere que, se ndo for possivel deformar continua-
mente uma base uq, ug, uz numa base v1, vy, v3, entdo € possivel deformar
continuamente a primeira base na base vy, v9, —v3. Em qualquer caso, no
que se vai seguir utilizaremos a defini¢do apresentada atrds e ndo o
conceito intuitivo de duas bases terem a mesma orientagao.

1.4.4 Se E é um espago vectorial real de dimenséo n, chama-se orientagdo de E

a uma aplicagdo « do conjunto 2"(FE) das bases de E no conjunto {—1,1},
tal que, quaisquer que sejam as bases uq,...,u, € vi,...,v, de E, se tenha
alug, ..., u,) = avy,...,v,) se, e sO se, as duas bases tém a mesma
orientagdo. Por outras palavras a aplicagdo o deve ser constante sobre cada
classe de equivaléncia e tomar valores distintos em classes de equivaléncia
distintas.
Chama-se espaco vectorial orientado a um espaco vectorial no qual se fixou
uma orientagdo. As bases w1, ..., u,, para as quais se tem a(uy,...,u,) =1
da-se o nome de bases directas e aquelas para as quais a(ug, ..., u,) = —1,
o de bases retrogradas.

Uma crianca consegue aprender qual é a sua mio direita antes de saber calcular o
determinante de uma matriz.
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Dito de outro modo, um espaco vectorial orientado ¢ um espago vectorial em
que se da uma regra que permita dizer quando € que uma base ¢ directa ou
retrograda, mas isto de modo compativel com a definigdo 1.4.1.

[.4.5 Sejam E um espago vectorial real de dimensdo n e uy,...,u, uma base
fixada de E. Para cada e € {—1, 1}, existe entdo uma, ¢ uma so, orientagéo «
de F, tal que o(uq,...,u,) =¢ . Por outras palavras, uma orientacdo fica

bem definida, se tomarmos uma base arbitraria e decretarmos se ela deve ser
directa ou retrograda. Em particular cada espago vectorial real E de
dimensao finita tem duas, e s6 duas orientagdes; se uma delas é «, a outra é

—a.
Dem: Basta definir, para cada base vy, ...,v, de E, a(vi,...,v,) = ¢, se as
duas bases tiverem a mesma orientagdo, e «a(vy,...,v,) = —&, caso
contrario. O facto de a aplicacdo « assim definida ser uma orientacido ¢ uma
consequéncia simples de 1.4.2. O

1.4.6 Repare-se que, na discussdo anterior, admitimos também o caso em que o
espaco vectorial E é {0}. Nesse caso, E' admite uma {inica base, a saber, a
familia vazia de vectores, mas, mesmo assim, F admite ainda duas orienta-
¢oes, a saber, aquela para a qual a base em questdo ¢ directa (dizemos que
esta ¢ a orientagdo positiva de E) e aquela para a qual ela é retrograda (dize-
mos que esta é a orienta¢do negativa de E).

No caso em que F # {0}, Q,(E) tem, como referimos, duas classes de
equivaléncia e dar uma orientagdo equivale a escolher uma dessas classes de
equivaléncia (aquela cujos elementos sdo as bases aplicadas em 1).12

.47 Se E ¢ um espaco vectorial real de dimensdo 1, uma base de FE ¢
simplesmente um vector ndo nulo e duas bases x e y tém a mesma orientacao
se, e sO se, se tem y = ax, com a > 0 (os dois vectores tém o mesmo
sentido). O conjunto das bases de F ¢ simplesmente F \ {0} e as duas
classes de equivaléncia da-se o nome de semi-rectas abertas de E.

Quando E estd orientado, chamamos vectores positivos (respectivamente
negativos) aqueles que constituem bases directas (respectivamente
retrogradas). As semi-rectas abertas de E s@o assim o conjunto E, dos
vectores positivos € o conjunto E_ dos vectores negativos. Em particular,
constatamos que as semi-rectas abertas sao conjuntos abertos convexos, uma
vez que, fixada uma base directa x, F; e FE_ sdo as imagens dos conjuntos
abertos convexos |0, +00[ e |—00, 0] de R pelo isomorfismo ¢ — tx.

Orientar um espaco vectorial real de dimensao 1 equivale assim a escolher

12A]guns autores definem orientacdo de um espago vectorial como sendo uma classe de
equivaléncia, para a relagdo de equivaléncia definida em [.4.1. O que acabamos de dizer
mostra que, para um espago vectorial distinto de {0}, esta defini¢do ¢é equivalente a que
apresentamos. No entanto, a defini¢do apresentada por esses autores faz com que, ao
contrario do que acontece com a que estamos a utilizar, o espago vectorial {0} tenha
apenas uma orientagdo, o que ¢ uma flagrante injustiga.



§4. Orientacdo de espagos vectoriais reais 35

uma das duas semi-rectas abertas, aquela que vai ser constituida pelos vec-
tores positivos para a orientagao.

A geometria do complementar de {0} num espago vectorial real de
dimensdo 1 generaliza-se naturalmente quando estamos em presenca de
um espago vectorial real £ de dimens@o n e de um subespago vectorial de
dimensdo n — 1.

[.4.8 Sejam E um espaco vectorial real de dimensdo n e F' C E um hiperplano,
isto é, um subespacgo vectorial de dimensdo n — 1. Podemos entdo considerar
0 espaco vectorial quociente %, que tem dimensdo 1, e a aplica¢do linear
sobrejectiva £ — %, que a cada x associa a sua classe de equivaléncia [z]p,
cujo kernel ¢ precisamente o subespaco vectorial . O complementar E \ F,
que ¢ a imagem reciproca de £ \ {0}, fica assim unido de dois subconjuntos
abertos convexos, a que damos o nome de semi-espagos abertos de E asso-
ciados a F', nomeadamente o constituido pelos vectores x € F tais que [z]F
pertence a uma das semi-rectas ¢ aquele cujos elementos sdo os vectores x
tais que [z]p pertence & outra semi-recta.

Nas condi¢des anteriores, chamamos orientacdo transversa de F' em E, a
uma orienta¢do do espaco vectorial % de dimensao 1. Dada uma orientagao
transversa, notamos F, e E_ os dois semi-espacos abertos determinados por
F, respectivamente o constituido pelos vectores z tais que []r € positivo e o
constituido pelos vectores x tais que [z]r € negativo.

E claro que, no caso em que F tem dimensdo 1, {0} é um hiperplano de E e
os semi-espacgos abertos de E s@o precisamente as semi-rectas abertas de F
(a aplicagdo linear canoénica £ — % ¢ um isomorfismo).

1.4.9 O espago vectorial R” é um espaco vectorial de dimensao n, com uma base
privilegiada, a saber, a base candnica ey, ..., e,, onde e; é o vector que tem
uma coordenada 1 na posi¢do j e todas as outras coordenadas 0. Chama-se
orientagdo canonica de R™ a orientagdo para a qual essa base ¢ directa,
sendo esta a orientagdo que se considera em R”, sempre que ndo se faga
aviso em contrario. No caso particular em que n = 1 a orientagdo candnica
de R ¢ aquela para o qual os vectores positivos sdo 0s nimeros positivos e 0s
vectores negativos sdo 0s numeros negativos.

[.4.10 Sejam E e F' espagos vectoriais reais de dimensdo n, munidos de
orientagdes, ¢ {: F — F um isomorfismo. Tem-se entdo que, ou £ aplica
bases directas de £/ em bases directas de F' e bases retrogradas de F em
bases retrogradas de F', caso em que dizemos que & conserva as orientagoes,
ou ¢ aplica bases directas de E em bases retrogradas de F' e bases retrogradas
de E em bases directas de F, caso em que dizemos que & inverte as
orientagoes.

Dem: Tudo o que ¢ preciso verificar € que, se uy,...,u, € v1,...,V, SA0
duas bases de F, elas tém a mesma orientacdo se, € sO se, as bases
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E(ur)y ..., &(up) e &(v1),...,&(v,) de F tém a mesma orientagdo. Ora, isso é
uma consequéncia de que, se se tiver v; = > a,; Uy, tem-se também

§) = ag; Eur). O

1.4.11 Sejam E e F espagos vectoriais reais, de dimensdo n, ¢ & E — F um
isomorfismo. Dada uma orientagdo de F/, existe entdo uma, e uma sd, orien-
tacdo de F' tal que & conserve as orientagdes (dizemos que esta ultima ¢
obtida a partir da primeira por transporte por meio do isomorfismo &).

Dem: Toma-se uma orientagdo qualquer em F' e, se essa ndo servir, serve a
outra. O

1.4.12 Como exemplo da situag@o anterior, temos aquele em que £ é um espago
vectorial real de dimensdo 1 e consideramos o hiperplano {0} C E e o
quociente % A aplicagdo canoénica £ — %, que vai ser assim um isomor-

fismo e dada uma orientacdo em F fica determinada uma orientacao de %,

isto é uma orientagdo transversa de {0} em E, pela condigdo deste isomor-
fismo conservar as orientagdes. Constatamos que os semi-espagos abertos de
E associados ao hiperplano {0} sdo, neste caso, simplesmente as semi-rectas
abertas e que as notagdes F ¢ E_ ndo dependem dos dois contextos.

No caso em que temos um isomorfismo &:F — E, de um espago
vectorial £/ de dimens@o finita sobre si mesmo, o facto de £ conservar ou
inverter as orientagdes ndo depende da orientagdo que se considera em F,
desde que se considere a mesma no dominio e no codominio. De facto,
tem lugar a seguinte relagdo com o determinante:

[.4.13 Sejam E um espago vectorial real de dimensdo finita, sobre o qual
consideramos uma das suas orientagdes, ¢ & EF — E um isomorfismo.
Tem-se entdo que £ conserva as orientagdes se, e so se, det(&) > 0.

Dem: Basta lembrar que, se 21, ..., x, ¢ uma base de E e {(z;) = > ay j Tk,
entdo det(§) ¢ o determinante da matriz dos ay j, que ndo ¢ mais do que a
matriz de mudanca da base x1, ..., x, para a base £(z1), ..., &(z,). O

1.4.14 (Corolario) Sejam E um espago vectorial complexo de dimensdo n e
& E — E um isomorfismo complexo. Considerando entdo E como espago
vectorial real de dimensao 2n, tem-se entdo que £ conserva as orientagoes.
Dem: Basta atender a que, por 1.1.23, detg(¢) = |detc(€)[%, em particular
detg(£) > 0. O

Apesar de, como ja referimos, so fazer sentido falar de orientacdes para
espacos vectoriais reais, uma das consequéncias do corolario anterior é a
possibilidade de definir uma orientacdo candnica de qualquer espaco
vectorial complexo, quando considerado como espago vectorial real.
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1.4.15 Seja E um espago vectorial complexo de dimensdo n. Existe entdo sobre
E, enquanto espago vectorial real, uma, ¢ uma sé, orientagdo, a que daremos
o nome de orientagdo canonica, tal que, qualquer que seja a base complexa
x1,...,z, de E, abase real xy,ix,, x9, iy, ..., T, i, seja directa.l3
Dem: Tudo o que temos que verificar é que, se fixarmos uma base complexa
T1,...,x, de E e considerarmos a orientagdo para a qual a base real
1,11, ..., Ty, tx, € directa, entdo, dada outra base complexa yi,...,y,, a
base real y1, iy, ..., Yn, 1y, € também directa. Ora, isso ¢ uma consequéncia
de o isomorfismo complexo &: E — E, definido por &(x;) = y;, que, pelo
corolario precedente, conserva as orientagdes, aplicar a primeira base na
segunda. O

1.4.16 Se E e F sdo espagos vectoriais complexos de dimensdon e & E — F é
um isomorfismo complexo, entdo, considerando E ¢ F como espagos
vectoriais reais, com as orientagdes canonicas, £ conserva as orientagdes.
Dem: Basta atender a que, se z1,...,x, ¢ uma base complexa de F, entdo
&(r1),...,&(z,) € uma base complexa de F e & aplica a base directa
x1,1T1, ..., Ty, iz, de E na base directa &(z1),4E(x1), ..., &(zn), i&(x,) de
F.

1.4.17 Seja E um espago vectorial real de dimensdo m + n, tal que tenha lugar
uma soma directa F=F &G, com F e G subespagos vectoriais de
dimensdes m e n respectivamente. Tem-se entdo:

a) Se uy, ..., U, € uy,...,u,, sdo duas bases de ' com a mesma orienta¢do
(resp. com orientagdes opostas) e se v, ...,v, ¢ uma base de GG, entdo as
bases de E wy,...,Upm,V1,...,0p € U, ... ul,,01,...,0, tém a mesma
orientagdo (resp. tém orientagdes opostas);

b) Se uq, ..., u,, ¢ uma base de F e se vy,...,v, e v],...,v, sdo bases de G
com a mesma orientacdo (resp. com orientagdes opostas), entdo as bases de

/ /o4a . 5

E up, ..., Un, V..., Up € Ul,...,Un,V],...,0, tém a mesma orientagdo
(resp. tém orientagdes opostas).

Dem: a) Se A é a matriz de mudanga da base uq,...,u, para a base
ul,...,u,, e se notarmos I a matriz identidade de tipo n x n, a matriz de
mudanga da base uy, ..., Uy, v1,..., v, para a base ul,...,ul,,v1,..., 0, é

uma matriz da forma
A0
0 I}
tendo portanto determinante igual ao da matriz A.
b) Se B ¢ a matriz de mudanga da base vy, ..., v, para a base v}, ..., ] e se

notarmos I a matriz identidade de tipo m x m, a matriz de mudanga da base

Ulyeeoy Uy V1, ..., Uy para a base ui,...,Upy, v, ..., v, é uma matriz da

13Alguns autores usam uma convengdo diferente, considerando como directa a base
L1y Ty, iX1,...,12,. A convencdo aqui seguida tem a vantagem de funcionar melhor
em relagdo com a defini¢do em 1.4.18.
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forma
I 0
0 B’
tendo portanto determinante igual ao da matriz B. O

1.4.18 Nas condi¢des anteriores, dadas orientagdes ar de F' e ag de G existe
uma Unica orientagdo ap de E, a que chamamos a orientacdo associada a

soma directa, tal que, quaisquer que sejam as bases uj,...,u, de F e
vy, ...,0, de G, se tem, para a correspondente base uq, ..., Up, V1, ..., U, de
E,

ap(Uly .oy Umy U1y ooy Up) = Qp(Uly .oy Up) X gV, ..., V).

Além disso, se trocarmos uma das duas orientacdes oy € aig € conservarmos
a outra, a orientagdo ap vem trocada.

Dem: Consideremos uma base uy, ..., u,, de F' ¢ uma base vy,...,v, de G e
a orientacdo ap de F, para a qual

ap(Uly .oy Umy U1, ee ey Up) = Qp(Uly .oy Up) X (V1 ..., V).

Usando o resultado precedente, vemos sucessivamente que, qualquer que seja
abase u},...,u), de F,

! ! ! !/
ap(Ul, .. Uy, V1, ..y 0n) = ap(ul, ..., u,) X gV, ..., 05)
e que, quaisquer que sejam as bases u, ..., u,, de F e v},...,v] de G,
! ! / / ! ! !/ /!
ap(ul, ..., u,,v],...,0) = ap(ul,...,u,) X ag(v],...,v,)

pelo que a orientacdo ap verifica a condigdo do enunciado. A afirmagdo
sobre o que sucede quando se troca uma das orientagdes ¢ uma consequéncia
imediata da defini¢do. O

1.4.19 (Nota) Nas condi¢des dos resultados anteriores, se tem lugar a soma
directa F=F @& G, ¢ claro que tem também lugar a soma directa
E =G & F. Dadas as bases uq,...,u, de F' ¢ vy,...,v, de G, podemos
considerar as bases Ui, ..., Up, Viyeee Uy € Ulyevny Uny Uty ..., Uy de B e
pode-se passar da primeira destas bases para a segunda fazendo
sucessivamente m X n trocas de posi¢do entre pares de elementos; podemos
portanto concluir que estas duas bases tém a mesma orientagdo, no caso em
que m X n € par ¢ t€ém orientacdes opostas, no caso em que m X n € impar.
Concluimos daqui que, dadas orientagbes arpeag de F e de G, as
orientacdes de F determinadas pelas somas directas F=F® G e
E = G & F coincidem se, e s6 se, m X n € par.

Como aplicag@o directa da nog¢do de orientagdo determinada por uma
soma directa temos a orientagdo produto de um produto cartesiano de
espagos vectoriais orientados.
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1.4.20 Sejam E e F' espagos vectoriais reais, com dimensdes m e n, munidos de
orientagdes ap € ap. Tem-se entdo que

ExF=(Ex{0})® ({0} x F),

em que podemos considerar em E x {0} e em {0} x F as orienta¢des oy, e
o/p para as quais os isomorfismos candnicos £ — E x {0}, z — (z,0), e
F — {0} x F, y+ (0,y), conservam as orientagdes. Define-se entdo a
orientagdo produto apyr = ap X ap de E x F como sendo a associada
aquela soma directa e as orientagdes oy e oy. Concretizando a definigdo
precedente, vemos que, s uq,..., Uy, ¢ uma base de F ¢ vy,...,v, ¢ uma
base de F', tem-se uma base correspondente

(u170)7"'7(um70)7 (Ovvl)v ) (Oavn)
de E' x F, para a qual

aExF((ula 0)7 ceey (um70)7 (0,1)1), LR (Oavn)) =
=ag(u1,...,Upn) X ap(vi, ..., ).

Outra aplicagdo da nocdo de orientacdo associada a uma soma directa ¢ a
possibilidade de definir uma orientacdo induzida num hiperplano dum
espaco vectorial orientado, quando ¢ dada uma orientagdo transversa
desse hiperplano.

[.421 Sejam E um espaco vectorial real de dimensdo n, munido de uma
orientagdo ap, ¢ F C E um hiperplano. Para cada vector € E'\ F tem
entdo lugar a soma directa £ = (Rx) @ F e definimos a orientagdo ap de F
associada a x e a orientagdo de E como sendo aquela para a qual a
orienta¢do dada ap é a associada aquela soma directa, a orientagdo ap ¢ a
orientagdo de Rz para a qual x é uma base directa. Por outras palavras, para
cada base uq,...,u,—1 de F, x,u,...,u,—1 ¢ uma base de F para a qual se
tem

ap(ul, cen ,un_l) = OtE(:Z?,ul, NN ,un_l).

A propriedade fundamental desta nogdo ¢ a de que, dado outro vector
y € E\ F, a orientagdo de F' determinada pelo vector y coincide com a
determinada pelo vector x se, € sO se, £ ¢ y pertencem ao mesmo semi-es-
paco aberto de E determinado por F'.

Dem: Fixemos uma base wui,...,u, 1 de F. Dados dois vectores
x,y € E\ F, podemos escrever

n—1

y=ax+ g a;j Uj,
J=1

com a # 0, vindo entdo [y]r =a[z]r e a matriz de mudanga da base
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T,Uy,...,U,—1 paraabase y,uy,...,U,—1 €

a 0 0 0

ag 1 0 0

a 0 1 0

Ap—1 0O 0 --- 1
e tem portanto determinante igual a a. Vemos assim que se tem
ap(X, Uy, ..., up—1) = ap(Y, U1, ..., Up—1) S€, €80 se, a > 0, se, e sO se, = e
y pertencem ao mesmo semi-espago aberto. O

[.422 Se E ¢ um espago vectorial real de dimensdo n, munido de uma

orientagdo ap, ¢ F C F é um hiperplano, munido de uma orientagdo
transversa, define-se a orientacdo ap de F' induzida pela de E e pela
orientagdo transversa como sendo a associada a qualquer vector z no
semi-espago positivo, no sentido que acabamos de referir.

E claro que a orientagio induzida vem trocada, se trocarmos a orientagio
transversa, mantendo a orientagdo de F, ou se trocarmos a orientagdo de F,
mantendo a orientagdo transversa.

Terminamos esta sec¢do com algumas observacdes sobre propriedades
envolvendo as orientacdes nas dimensdes mais baixas, nos casos em que
se esta também em presenga de um produto interno.

1.4.23 Seja E um espago euclidiano orientado de dimenséo 1.

a) Existe um, e um s0, vector positivo x tal que ||z|| = 1, o vector unitdrio
positivo de E.

b) x e —x s@o os Unicos vectores de £ de norma 1, o segundo ndo sendo
mais do que o vector unitario positivo para a orientagdo oposta de F.

Dem: Partindo de um vector ndo nulo arbitrario y, o vector x = H_zH verifica

lz]| = 1. Se &’ € um vector arbitrario, tem-se 2’ = az, com a € R, e entdo

l2’]] = |a|llz|| = |a|, pelo que ||’ = 1 se, e s6 se, a =1 oua = —1, 0 que
mostra que x ¢ —x sdo os Unicos vectores de norma 1 de F, sendo claro que,
destes, um, e um so, € positivo. |

1.4.24 Seja E um espago euclidiano orientado de dimensao 2.

a) Existe uma, e uma so, estrutura complexa J: £ — E compativel com o
produto interno e cuja orientacdo associada (cf. 1.4.15) seja a dada. Para cada
u#0 em E, J(u) é o unico vector de E tal que ||J(uw)| = |ull,
(J(u),u) = 0eu,J(u) é uma base directa de F.!4

b) J e —J sdo as unicas estruturas complexas de £ compativeis com o
produto interno, a segunda ndo sendo mais do que aquela cuja orientagdo
associada € a oposta.

l4Intuitivamente, .J é a rotagio de um quarto de volta no sentido directo.
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Dem: Comecemos por reparar que, se © € F € ndo nulo, entdo o espago dos
vectores ortogonais a u tem dimensdo 1, e portanto possui dois, € s6 dois,
vectores v de norma ||u||, um simétrico do outro, e que destes ha um, e um
s0, para o qual a base u, v é directa.

Fixemos entdo um vector uy € E com |Jug| = 1 e seja vy € E o vector para
o qual up,vy € uma base ortonormada directa. Seja J: F — E a aplicagdo
linear definida pela condig@o de se ter J(ug) = vy e J (vo) = —uyg, aplicagdo
linear que é um isomorfismo ortogonal, por aplicar a base ortonormada wg, v
na base ortonormada vy, —ug, € que verifica J o J = —Idpg, sendo portanto
uma estrutura complexa de E compativel com o produto interno. Se u € E ¢
um vector ndo nulo arbitrario, podemos escrever u = aug + by ¢ entdo

J(u) = aJ (ug) + bJ (vg) = —bug + avy,

o que mostra que ||J(u)|| = a® + b* = ||lu|| e que (u, J(u)) = 0, pelo que
u, J(u) é uma base de F, esta base sendo directa uma vez que

det([z _abD a2 +b%>0.

Esta estrutura complexa compativel J de E verifica assim a condi¢do enun-
ciada em a). E claro que —J é outra estrutura complexa compativel, para a
qual, para cada v € E com |ul| =1, u,—J(u) é uma base ortonormada
retrograda de F, pelo que —.J ndo verifica a condi¢do de a), mas verifica-a
relativamente a orientacdo oposta de E. Para terminar a demonstragdo res-
ta-nos mostrar que, se J’ ¢ uma estrutura complexa compativel arbitraria de
E, entdo J' =J ou J = —J. Ora, vem (J'(up), J (ug)) = {ug, ug) =1,
donde ||.J (up)|| = 1, e (uo, J'(ug)) = 0 (cf. 1.2.8), pelo que, como referimos

no inicio, tem-se J'(ug) = vo ou J'(ug) = —vy, no primeiro caso tendo-se
também J'(vg) = J'(J'(ug)) = —up, donde J' =.J, e no segundo caso
tendo-se também J'(vg) = —J'(J'(up)) = up, donde J' = —J. O

1.4.25 Sejam E e F' espagos euclidianos orientados de dimenséo 2 e sejam J e
J’ as correspondentes estruturas complexas de E e F (cf. a alinea a) de
1.4.24). Seja \: E — F uma aplicacao linear real. Tem-se entdo que A ¢ uma
aplicagdo linear conforme (cf. 1.2.33) se, e s6 se, A € linear complexa ou
antilinear. Mais precisamente, no caso em que A # 0 é conforme, A\ é um
isomorfismo, sendo linear complexa se conservar as orienta¢des e antilinear
se inverter as orientagdes.

Dem: Suponhamos que A ¢ linear complexa. Uma vez que F ¢ F sdo
espacos vectoriais complexos de dimensdo 1, considerando em E ¢ F os
produtos internos complexos cujas partes reais sdo os produtos internos
dados (cf. 1.2.7), podemos ter em conta as alineas b) e c) de 1.2.34 para
garantir que A é uma aplicago linear conforme. Além disso, se A # 0, \ ¢
um isomorfismo complexo e portanto, tendo em conta 1.4.16, A conserva as
orientagoes.

Suponhamos agora que A ¢ antilinear. Trocando a orientagdo de E e
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substituindo J por —.J, caimos no caso anterior, o que nos permite deduzir
que A é conforme e que, no caso em que A # 0, A é um isomorfismo que
conserva as orientagdes, isto €, que inverte as orientagdes quando se consi-
dera a orientagdo original.

Uma vez que 0 ¢ simultaneamente linear complexa e antilinear, resta-nos
mostrar que, se A # 0 é conforme, entdo A ¢é linear complexa ou antilinear.
Seja u € E com |lu|| =1. Tendo em conta 1.4.24, w,.J(u) é uma base
ortonormada directa de E e portanto, por 1.2.33, os vectores A(u) e A\(J (u))
sdo ortogonais e com um mesma norma ¢ > 0, em particular constituem uma
base de F' e portanto A é um isomorfismo. Se A conserva as orientagdes, esta
base ¢ directa e portanto, mais uma vez por 1.4.24, \(J(u)) = J' (A(u));
neste caso tem-se também

Ao J(J(w) = =A(u) = J'(J'(A(w))) = J'(A(J (u))),

pelo que Ao J = J' o A\ (temos duas aplicagdes lineares a coincidir na base
u, J(u) de F) e A é uma aplicagdo linear complexa. Se A inverte as orienta-
¢oes entdo, trocando a orientagdo de F e subsituindo J por —J, caimos no
caso anterior ¢ deduzimos que, relativamente a —J, A ¢ linear complexa,
sendo assim antilinear para a estrutura complexa original. O

§5. Célculo Diferencial em espagos vectoriais de dimensao finita.

O leitor estudou decerto ja os fundamentos do Calculo Diferencial no
quadro das aplicacdes definidas em abertos de R™ e com valores em R".
Nas aplicagdes a Geometria sera muitas vezes util trabalhar com uma
ligeira generalizagdo, em que os espagos cartesianos R e R" sdo
substituidos por espacos vectoriais reais £ ¢ F com dimensdes m ¢ n. E
claro que um espago vectorial real E de dimensdo m é sempre isomorfo a
R™, mas ha muitos isomorfismos possiveis, um associado a cada base que
se escolha em F, e os conceitos expressos directamente em termos de
espacos vectoriais ajudam a sublinhar o seu aspecto invariante, isto é, a
sua independéncia relativamente a escolha das bases. Na exposi¢do que
apresentamos em seguida tentaremos colocar o Calculo Diferencial no
quadro invariante referido. Algumas demonstra¢cdes mais simples serdo
omitidas, mas o leitor podera facilmente construi-las, eventualmente por
adaptacdo das que conhece no quadro dos espagos cartesianos.

Uma segunda observacdo ¢ a de que, apesar de ser o quadro dos espagos
vectoriais reais aquele que sera mais importante no seguimento, ha situa-
¢des em que ndo envolve esfor¢o suplementar considerar simultaneamente
o caso em que o corpo dos escalares envolvido é C.

[.5.1 Sejam E e F espacgos vectoriais, reais ou complexos, de dimensao finita,
U C E um aberto e f:U — F uma aplicagdo. Diz-se que f ¢é diferenciavel



§5. Calculo Diferencial em espagos vectoriais. .. 43

no ponto xy € U se existe uma aplicagdo linear £: E — F' tal que, definindo
a:U — F pela igualdade

f(@) = f (@) + §(x — x0) + alx),

a aplicag@o « verifique a seguinte propriedade: Para cada 6 > 0, existe € > 0
tal que, sempre que ||z — || < &, tem-sex € U ¢

la(@)]| < blle — o

(é facil de ver que esta condigdo, que, salvo no caso trivial em que F tem
dimenséo 0, pode ser expressa, de modo equivalente, por

i @I _

T—Tp H.”L' - 1‘0”
ndo depende das normas que se consideram sobre F ¢ F'). Ndo pode haver
mais do que uma aplicagdo linear £&: £ — F' nas condi¢3es anteriores, como
se pode concluir, por exemplo, a partir do resultado 1.5.3 adiante, ¢ a essa
aplicacdo linear da-se o nome de derivada ou diferencial de f no ponto x,
sendo notada D f(xy) ou Df,,. Para cada u € E ¢é costume referirmo-nos
entdo ao valor Df, (u) € F' como sendo a derivada de f no ponto zy na
direcgdo de u. Se f ¢ diferenciavel no ponto x, entdo f € continua em .

1.5.2 Repare-se que, no caso em que E e F' sdo espagos vectoriais complexos, a
defini¢do anterior pode ser entendida em dois sentidos, conforme se exija que
& = Df,, seja uma aplicagdo linear real ou uma aplicagdo linear complexa.
Temos assim uma nocdo de diferenciabilidade no sentido real e uma de
diferenciabilidade no sentido complexo. No que se segue, quando falarmos
simplesmente de diferenciabilidade estara subentendido que ¢ o sentido real
que estd em jogo, mesmo no caso em que F e F' sdo espagos vectoriais
complexos. Quando quisermos significar a diferenciabilidade no sentido
complexo, falaremos de aplicagdo C-diferenciavel.

E claro que toda a aplicagdo C-diferenciavel em xy é, em particular,
diferenciavel nesse ponto. Além disso, como se constata sem dificuldade,
uma aplicacdo f diferenciavel em xy é C-diferenciavel nesse ponto se, e s6
se, o seu diferencial D f,, ¢ uma aplicagdo C-linear.

A observagdo anterior permite generalizar trivialmente muitas propriedades
da diferenciabilidade a C-diferenciabilidade. Para aligeirar o texto,
abster-nos-emos de enunciar explicitamente a maioria das generalizagdes
desse tipo.

1.5.3 Nas condigdes de 1.5.1, se £&: E — F ¢ uma aplicagdo linear verificando as
condigoes referidas, tem-se, para cada u € F,

Do () = £(u) = lim LE W) = (@0)

t—0 t ’

onde ¢t € R, no caso da diferenciabilidade, ¢ ¢t € C, no caso da C-diferen-
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ciabilidade.
Dem: Atender a que, afastando ja o caso trivial em que v = 0, deduz-se de

fzo+tu) = f(wo) + &(tu) + alzo + tu)

que
tu) — t
f(fo + UI;) f(x(]) _ g(u) + Oé(x(): U)’
onde
a(zg + tu) a(xzg + tu
ekt et il o
t ([l
quando t — 0. O

1.5.4 A diferenciabilidade de uma aplicagdo num ponto ¢ uma nogao local. Mais
precisamente, suponhamos que U C E é um aberto, que f:U — F é uma
aplicag@o, que V C U ¢ outro aberto e que xy € V. Tem-se entdo que f ¢
diferencidvel em x se, € s se, a restri¢do f: V' — F € diferencidvel em z
e, nesse caso, as aplicagdes lineares D f(x¢) e D f1 (o) coincidem.

1.5.5Se U C E éumaberto e se f: U — F' éuma aplicagdo constante, entdo f é
diferenciavel em todos os pontos z € U e com D f, = 0.
Se £ EE— F ¢ uma aplicagdo linear, entdo ¢ ¢ diferenciavel em todos os
pontos z € E e tem-se D¢, = €.

1.5.6 Se U C E ¢é um aberto ¢ zy € U, entdo a derivagdo em x( de aplicagdes
com valores num espago vectorial F' de dimensdo finita é um operador
linear, no sentido que, se f:U — F e g:U — F sdo diferenciaveis em z( e
sea € R,entdo f+¢g:U — Feaf:U — I sdo ainda diferenciaveis em x;
e tem-se

D(f +g)9€() = Dflo +Dgl() ’ D<a’f)f() = anﬂC()'

No caso em que F' ¢ mesmo um espago vectorial complexo, esta ultima
conclusdo ¢é valida, mais geralmente, para cada a € C.

E claro que a propriedade de diferenciabilidade da soma de duas aplicagdes
diferenciaveis estende-se trivialmente, por inducdo, a soma de um numero
finito de aplicac¢des diferenciaveis.

1.5.7 Sejam U C E um aberto e f: U — F uma aplicagdo diferenciavel no ponto
z9o€U. Se \:F — G ¢é uma aplicagdo linear, entdo Ao f:U — G ¢
diferenciavel em z e

D()‘Of)ﬁo :AODfo,
isto €,

D()‘ o f)To(u) = )‘(DfTo(u))
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1.5.8 Sejam U C E um aberto e, para cada 1 <j<p, f:U — F; uma
aplicagdo. Notemos f:U — Fy x --- x F), a aplica¢do cujas componentes
sdo os f;, isto ¢, a definida por

f(@) = (fi(@), ..., ().

Tem-se entdo que f ¢ diferencidvel em zo € U se, e sO se, cada f; ¢é
diferenciavel em x e, nesse caso,

D (o) (u) = (Dfi(wo)(w), ;.. Dfp(o) (w)).

Dem: Apesar de estarmos a omitir a muitas demonstragdes ¢ de a deste
resultado poder ser feita de forma tdo simples como as dos anteriores, € ins-
trutivo reparar que este enunciado ¢ uma consequéncia dos dois anteriores.
Considerando, com efeito, as projeccdes e as injecgdes candnicas,
mii By X x By — Fy e 1 Fy — Fy x --- X F, aplicagdes lineares defi-
nidas respectivamente por

iz, ..., xp) = x5, ti(x) =(0,...,2,...,0)
(« na posi¢do j), tem-se f; =mjo fe f=> tjo f; O

159 Sejam U C F um aberto, f:U — F uma aplicagio ¢ F' C F' um

subespaco vectorial tal que f(U) C F’. Tem-se entdo que f é diferencidvel
em zy € U, como aplicagdo de U em F/, se, ¢ s6 se, isso acontece a f, como
aplicagdo de U em F’ e, nesse caso, Df,, ¢ o mesmo dos dois pontos de
vista.
Dem: E facil constatar-se que a tnica coisa ndo trivial a demonstrar é que, se
f ¢é diferenciavel em x,, como aplicacdo de U em F', entdo a respectiva
derivada Df,:E — F ¢ uma aplicacdo linear que toma valores no
subespago F’. Ora, isso resulta, por exemplo, da formula para D f, (u) em
1.5.3, se nos lembrarmos de que F” é fechado em F'.

1.5.10 (Teorema da derivada da funcio composta) Sejam os espacos
vectoriais de dimensdo finita E, F' e GG, os abertos U C E e V C F e as
aplicagoes f:U — V, diferenciavel em x(, e g:V — G, diferenciavel em
f(zp) (ao dizermos que f: U — V ¢é diferenciavel em x estamos a significar
que o é como aplicagdo de U em F). Tem-se entdo que go f:U — G ¢
diferenciavel em z e

D(g © f)lo = Dg,f(l'n) © Dfﬂcw
isto €,
D(g © f)To(u) = Dg,f(f())(Dth)(u))'

Repare-se que o resultado referido em 1.5.7 € um caso particular deste.
Dem: Apesar de a demonstracdo deste resultado ndo apresentar novidades
em relagdo a do que lhe corresponde no quadro dos espagos cartesianos R”, o
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facto de ela ser um pouco mais delicada que as dos resultados anteriores
leva-nos a apresenta-la aqui. Para uma melhor sistematizac¢do, dividimo-la
em varias alineas:

a) Tendo em conta a definicdo, tudo o que temos que mostrar ¢ que,
definindo uma aplicagdo v: U — G por

9(f () = 9(f(x0)) + DGs(ay) (D fury(z = 20)) + (),

a aplicagdo ~y verifica a condi¢do na definigdo de diferenciabilidade, isto €,
para cada ¢ > 0, existe € > 0 tal que, sempre que ||z — || < &, se tenha
xz € U e |v(x)] < 6|z — x0]]- Seja entdo dado 6 > 0.

b) Fixemos M > 0 tal que, para cadau € E e cadav € F, se tenha

1D fry (W)l < Mllull,  [|Dga,) ()] < Mol

(Ilembrar que toda a aplicagdo linear é continua).
¢) Tendo em conta a diferenciabilidade de f em x(, considerando a aplicagdo
a:U — F definida por

f(x) = f(@o) + Dfay(x — z0) + (),
podemos fixar &’ > 0 tal que, sempre que ||z — x¢|| < €', setenhaz € U e
6
la)ll < o7 lle = 2ol lla(@)]| < [lo = ol
A segunda desigualdade implica, em particular, que, sempre que
|z — xo|| < €', tem-se

1/ () = f(o)| < 1D fey(x = zo) | + [[e@) | < (M + 1]z — o]

d) Tendo em conta a diferenciabilidade de g em f(z), considerando a
aplicagdo (3: V — G definida por

9(y) = g(f(z0)) + Dgpay)(y — f(20)) + By),

podemos considerar ¢” > 0 tal que, sempre que ||y — f(xo)|| < ", tem-se
yeVe

18I <

sl fol

e) Tendo em conta a continuidade de f em =z, consideremos enfim
0<e<e tal que, sempre que |[x—x| <e, se tenha
I f(z) = f(xo)]| < e”. Sempre que ||z — x| < &, podemos escrever

9(f(x)) = g(f(x0)) + Dy (f(x) = f(20)) + B(f () =
= 9(f(20)) + Dgs(ap) (D fr,(x — x0) + () + B(f (z)) =
= g(f(l'())) + Dgf(zu)<sza(x - $0)) + Dgf(a:o)(a(x)) + ﬁ(f(x))$

ou seja, y(x) = Dgy(y)(a(x)) + B(f(x)), e portanto
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V@) < [Dg g (@)l + [1B(f ()] <

< Mlalo)l + 5710 — flanl <

o 0
< glle =@l + 3llz = woll = 6|z — o,

como queriamos. O

1.5.11 Sejam F',G, H espagos vectoriais de dimensdo finita e 3: F x G — H
uma aplicagdo bilinear. Tem-se entdo que (3 é diferenciavel em cada (g, yp)
e

DBy o) (w,v) = B(u, y0) + B0, v).
Dem: Dado (zg, ) € F X G, podemos escrever, para cada (z,y),
B(x,y) = B(xo,y0) + Bz = zo,y0) + B0,y — yo) + Bz — 0,y = Yo),
onde, para um certo M > 0,
[18(z = 20,y — o)l < M|z — zolllly — woll,

e portanto, considerando por exemplo em F' x G a norma do maximo,

18(z = 20,y = yo)ll < M|[(z — 20,y — yo) >

5

2> tem-se, para [|(z — 2o,y — o) || <,

Dado ¢ > 0, vemos que, para € =

18(z — 20,y — yo)|| < 6l|(x — x0,y — wo)ll,

que implica que [ ¢ diferenciavel em (zg,yo) € que a aplicagdo linear
D4y ) ' X G — H esta definida por

Dﬂ(l‘n,yo)(u’ v) = ﬂ(uv yO) + 5(3303 1}). o

A férmula para a derivada de uma aplicagdo bilinear obtida atras permite,
em conjunto com o teorema de derivagdo da fungdo composta, enunciar
uma regra de derivagdo, de utilizagdo muito frequente na pratica, que
generaliza a regra usual de derivagdo de um produto de fungdes reais.

[.5.12 (Regra de Leibnitz) Sejam F', G, H espacos vectoriais de dimensao finita
e 0: F x G — H uma aplicagfo bilinear. Sejam F um espago vectorial de
dimensdo finita, U C E um aberto e f:U — F e g:U — G duas aplicacdes
diferenciaveis em x, € U. E entdo também diferenciavel em x, a aplicagio
h:U — H definida por

€ tem-se
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Dhy,y(u) = B(D fr, (), 9(0)) + B(f (w0), Dgay (w)).

Dem: Tem-se h = So ¢, onde p:U — F x GG esta definida por p(z) =
(f(x),g(x)), pelo que, tendo em conta o resultado precedente e a regra de
derivagdo da fungao composta,

Dh’l‘n(u) = Dﬂtp(m)(D@In(u)) = Dﬁ(f(%)sg(l'n))(Dfx[)(u)’ DgT[)(u)) =
:ﬂ(DfIU(U>7g<$()))—‘rﬁ(f(!Eo),ng(u)) o

1.5.13 A regra de Leibnitz usual, para a deriva¢do do produto de duas fungdes
reais, nao ¢ mais do que o caso particular do resultado precedente em que
F=G=H=Reemque 3(y,z) =y X z. Esse caso particular conduz a
uma mnemonica Util para a formula geral e que consiste em utilizar a notagao
multiplicativa para a aplicagdo bilinear 3, escrevendo, para y € F'e z € G,
y X z para significar 3(y, z) € H. Nesse quadro, a aplicacdo h pode ser
notada como f X g e aregra de Leibnitz escreve-se na forma familiar

D(f X g)zy(u) = D fa,(u) X g(xo) + f(20) X Dga,(w).

E claro que, em cada caso concreto, a formula anterior serd apenas um passo
intermédio, muitas vezes nao explicitado, e que o simbolo x devera ser
substituido no fim pelo significado que tem nesse caso.

Para além da multiplicagdo de niimeros reais (ou complexos) apresentamos
agora exemplos de outras aplicagdes bilineares relativamente as quais ¢
comum aplicar a regra de Leibnitz:

a) F' é um espaco vectorial sobre K (iguala RouC)e : K x F — F éa
multiplica¢do de um escalar por um vector.

b) F ¢ um espago vectorial real, munido de um produto interno, e
B: F x F — R ¢é o produto interno de vectores.

¢) B:R? x R? — R3 ¢ o produto externo usual de dois vectores de R?.

d) F e G sio espagos vectoriais de dimensdo finitae 5: L(F;G) x F — G ¢
a aplicag¢do de avaliagdo, definida por S(\, y) = A\(y).

e) Sendo M,, o espago vectorial das matrizes (reais ou complexas) com n
linhas e n colunas, 3: M,, x M,, — M,, é amultiplicagdo de matrizes.

Sera talvez um exercicio util explicitar, em cada um destes exemplos, qual o
modo como se enuncia a correspondente regra de Leibnitz.

Com frequéncia teremos ocasido de estudar a diferenciabilidade de
aplicagdes com valores num espaco de aplicagdes lineares L(F';G). O
resultado que apresentamos em seguida podera ser util nessa situagdo, por
permitir reduzir esse estudo ao da diferenciabilidade de aplicagdes com
valores em GG. Note-se que, ao contrario dos resultados que temos vindo a
estudar ¢ que podem facilmente ser generalizados ao quadro dos espagos
vectoriais normados de dimensao infinita, este utiliza de modo essencial o
facto de F' ser de dimensdo finita.
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1.5.14 Sejam E, F e G espagos vectoriais de dimensao finita, U C E um aberto
e f:U — L(F;G) uma aplicagdo. Para cada vector v € F, notemos
fw): U — G aaplicagio definida por f(,)(z) = f(z)(v). Tem-se entdo que f
¢ diferenciavel no ponto g € U se, € s6 se, para cada v, f(,) € diferencidvel
em x e, quando isso acontecer, tem-se, para cada u € F,

Dfuy(u)(v) = Dfw,, (). 1

Mais precisamente, dada uma base v,...,v, de F, para garantir que f ¢
diferencidvel em x, basta verificar que f(,) € diferencidvel em zy quando v é
um dos n vectores daquela base.

Dem: Comecemos por supor que f ¢é diferenciavel em x(. Para cada v € F,
podemos considerar uma aplicagdo linear 7(,): L(F; G) — G, definida por
p— p(v). Uma vez que f(,) = m(,) o f, concluimos que f, ¢ diferencidvel
em xy e que

Suponhamos, reciprocamente, que cada f(,) ¢ diferenciavel em . Conside-
remos uma base vy, ..., v, de F'. Tem entdo lugar um isomorfismo

O:L(F;G) — G x--xG, ®(u)=(u(vy),...,u(v,))

0

(lembrar que uma aplicagdo linear de F' para G fica determinada quando se
ddo arbitrariamente as imagens dos vectores de uma base de F') e, portanto,
utilizando 1.5.7 com a aplicagdo linear ®~!, para verificar que f ¢ diferen-
ciavel em x, basta verificar que ® o f: U — G x --- x G é diferenciavel em
x¢. Ora, isso € uma consequéncia de se ter

@ o f(x) = (fr)(@)s s fro) (@) o

1.5.15 Suponhamos que F ¢é um espaco vectorial real (respectivamente com-
plexo) de dimenséo finita, que J C R (respectivamente J C C) ¢ um aberto
e que f:J — F é uma aplicagdo. Tem-se entdo que f ¢é diferenciavel (resp. é
C-diferenciavel) no ponto #; € J se, e s0 se, existe o limite

po P+ 9) = f(t0) . F(0) — f(t)

s—0 S t—to t—to

Esse limite é designado por f’(tj), ou %(to), e verificam-se as seguintes

I5A férmula anterior tem por vezes algo de chocante para quem a examina pela primeira
vez: Para se calcular D f,, (u)(v), calcula-se primeiro f(z)(v) e depois deriva-se o resul-
tado em xy na direc¢do de u. Poderia parecer mais natural considerar que o resultado
deveria ser D f, (v)(u) mas, se repararmos bem ¢ aquele, e ndo este, que faz sentido: Se
f € uma aplicagdo definida num aberto de E e com valores em L(F'; G), faz sentido deri-
va-la num ponto na direccdo de um vector de £ e o resultado ¢ entdo um elemento de
L(F; @), que aplicado a um vector de F' d4 um vector de G.
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relagdes entre D f;, € L(R; F) (respectivamente € L(C; F)) e f'(ty) € F:

a) f'(to) = Dfi,(1) = T(Dfy,);
b) Df,(s) = sf'(to).

Repare-se que, no caso em que J C R é um intervalo, ndo obrigatoriamente
aberto mas de interior ndo vazio, é usual tomar-se a existéncia do limite
anterior como defini¢do da diferenciabilidade de f no ponto .

Dem: O facto de a diferenciabilidade de f em ¢, implicar a existéncia do
limite e o facto de este ser igual a Df; (1) ndo é mais do que um caso
particular de 1.5.3. Reciprocamente, supondo que existe o limite, que
notamos f'(ty), podemos considerar a aplicagdo linear £&: R — F' definida
por £(s) = sf’(to) e entdo, pondo

f(t) = f(to) + &(t — to) + a(t) = f(to) + (t — to) f'(to) + a(t),

tem-se que

[e(®)]] a(t) f) = flto)
= = —_ t
e = I = 1R pl,
vai ter limite 0 quando t — . O

1.5.16 No contexto anterior podemos examinar algumas formulagdes alternativas

do teorema da derivagdo da fungdo composta quando alguns dos espagos
envolvidos sdo abertos de R ou de C, formulagdes que se reduzem
trivialmente a formulagdo geral através das igualdades em a) e b) de 1.5.15.
Temos assim:
a) Sejam J um aberto de R, F' e (G espagos vectoriais de dimensdo finita,
V C F um aberto e f:J — V e g:V — G duas aplicagdes diferenciaveis
nos pontos typ € J e f(ty) €V, respectivamente. Tem-se entdo que
go f:J — G ¢é diferenciavel em ¢ e

(g0 f)(to) = Dy (' (t0))-

b) Sejam J' um aberto de R, E e G espagos vectoriais de dimensio finita,
UC Eumabertoe f:U — J' e g:J' — G duas aplicagdes diferenciaveis
nos pontos xo € U e f(zy) € J', respectivamente. Tem-se entdo que
go f:U — G é diferenciavel em xg

D(g o f)ln(u) = Dfl"o(u) : g/(f(lﬂ()))

¢) Sejam J C R e J' C R dois abertos, G um espago vectorial de dimensdo
finita e f:J — J' e ¢g:J' — G duas aplicagdes diferenciaveis nos pontos
to €U e f(ty) € J', respectivamente. Tem-se entdo que go f:J — G é
diferenciavel em tj e

(g0 f)(to) = f'(to) - ¢ (f(t0)).
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Sao também validos os resultados analogos no quadro dos abertos de C e da
C-diferenciabilidade.

A formula da média, que apresentamos em seguida em varias versdes,
permite majorar a variagdo de uma aplicacdo a partir de majoragdes
envolvendo as respectivas derivadas. Ela ¢ um instrumento de utilizagio
frequente nas aplicagdes do Calculo Diferencial

17 (Férmula da média) Sejam J C R um intervalo aberto, F' um espago
vectorial de dimensdo finita, munido de uma norma e f: J — F uma aplica-
¢do diferenciavel em todos os pontos. Sejam a,b € J e M > 0 tais que, para
cada ¢ no intervalo de extremidades a e b, || f'(¢)|| < M. Tem-se entdo

1£(6) = fla)l] < M]b—al.

Dem: Pode-se ja supor que a < b, uma vez que o caso a = b ¢ trivial e que
aquele em que a > b se reduz ao primeiro por troca do papel das variaveis.
Fixemos ¢ > 0 arbitrario. Consideremos o conjunto C' dos ¢ € [a, b] tais que

1£(#) = fla)| < (M +6)(t —a).

Trata-se de um subconjunto fechado de [a, b], que é néo vazio, por conter a,
pelo que podemos considerar o maximo ¢ do conjunto C, que verifica
portanto a desigualdade

[f(e) = fla)| < (M +6)(c —a).
Se se tivesse ¢ < b, entdo o facto de se ter

implicava a possibilidade de escolher ¢, com ¢ < ¢ < b tal que

t—c
de onde deduziamos que

1£(t) = F(@)ll <N f@) = fel+ 1 f(e) = fla)ll <
<S(M+8){t—c)+(M+6)(c—a)=(M+6)(t—a),

| <M+,

ou seja, t € C, o que contrariava a hipotese de ¢ ser o maximo de C. Tem-se
assim ¢ = b, ou seja, || f(b) — f(a)|| < (M + 6)(b — a). Por fim, uma vez
que 6 > 0 ¢ arbitrario, a desigualdade anterior implica que se tem mesmo
1£(b) = fla)ll < MIb - al. U

18 (Segunda versao da formula da média) Sejam E e F' espagos vectoriais
de dimensio finita, munidos de normas, U C F um aberto ¢ f:U — F uma
aplicacdo diferenciavel em todos os pontos. Sejam z,y € U e M > 0 tais
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que, para cada z no segmento de extremidades x e y, z € U ¢ | Df.|| < M.
Tem-se entdo

1f(y) = F@)Il < Mlly — z]].

Dem: Basta aplicar a propriedade anterior a aplicagdo g: J — F' definida por
9(t) = f(z + t(y — x)), num certo intervalo aberto J, contendo [0, 1], que

verifica g(0) = f(z), g(1) = f(y) e
g,(t) = Dfx+t(y7z)(y - ‘/I") ]

1.5.19 (Corolario) Sejam U C E um aberto conexo ¢ f:U — F uma aplicagdo
diferenciavel em todos os pontos, tal que D f, = 0, para cada = € U. Tem-se
entdo que f € uma aplicag@o constante.

Dem: Se o aberto U fosse mesmo convexo, tinhamos uma consequéncia
directa do resultado precedente, visto que se pode tomar ai M = 0. No caso
em que U ¢é apenas conexo, fixado zy € U, o facto de cada ponto de U
admitir uma vizinhanga aberta e convexa contida em U (por exemplo uma
bola) implica, tendo em conta o caso particular atras referido, que o conjunto
dos pontos x € U tais que f(z) = f(z¢) é simultaneamente aberto e fechado
em U, logo iguala U. O

1.5.20 (Terceira versdo da formula da média) Sejam F e F espagos vectoriais
de dimensao finita, munidos de normas, U C E um aberto e f:U — F uma
aplicacdo diferenciavel em todos os pontos. Sejam x,y € U, & E — F uma
aplicagdo linear e 6 > 0 tais que, para cada z no segmento de extremidades x
ey,setenhaz € Ue || Df, —&|| < 8. Tem-se entdo

1f(y) = f(z) =&y — )| < 6lly — ||

Dem: Basta aplicar o resultado anterior a aplicagdo g: U — F' definida por

g(z) = f(x) = &(x). =

§6. Aplicagdes de classe C*.

[.6.1 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita e U C E um aberto.
Define-se recursivamente quando € que uma aplicagdo f: U — F é de classe
C*, do seguinte modo:

a) f diz-se de classe C° se for continua.

b) f diz-se de classe C**! se for diferencidvel em todos os pontos e se for de
classe C* a aplicagio Df:U — L(E; F), que a x associa D f,. Verifica-se
imediatamente por indugdo que, se f:U — F ¢ de classe C*, entdo f ¢
também de classe C”, para cada 0 < j < k. A aplicagdo f:U — F diz-se de
classe C™ se for de classe C*, para cada k. As aplicagdes de classe C'™®
daremos também o nome de aplicagdes suaves (trata-se de uma tentativa de
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traducdo do inglés smooth).

Repare-se que, mesmo no caso em que algum dos espacos vectoriais F e F' &
um espago vectorial complexo, é a sua estrutura de espaco vectorial real que
esta exclusivamente em jogo nesta defini¢do, assim como na quase totalidade
desta sec¢@0. Apenas no fim da sec¢do abordaremos o analogo das aplicacdes
de classe C* no quadro dos espagos vectoriais complexos e da C-diferencia-
bilidade.

No caso em que F ¢ o espaco cartesiano R™, a defini¢do de aplicagdo de
classe C* costuma ser dada em termos das derivadas parciais e nio da
aplicagdo Df:U — L(R™; F'). Veremos adiante a equivaléncia das duas
definigdes (cf. 1.7.6).

1.6.2 Sejam U C E e f:U — F uma aplicagio de classe C*. Define-se
recursivamente a derivada de ordem k de f como sendo a aplicagdo
DFf:U — L¥(E; F) verificando as seguintes propriedades:

a) D'f:U — L°(E; F) = F coincide com a aplicagdo f.

b) Supondo que f ¢é de classe C**!, podemos considerar a aplicagio de
classe C* Df:U — L(FE;F) e ja sabemos recursivamente o que é a
derivada de ordem k D*(Df):U — L*(E; L(E; F)), definindo-se entio a
aplicagio D¥*1f:U — L*1(E; F) como sendo a composigio de D*(Df)
com o isomorfismo

Y LNE; L(E; F)) — LMY(E; F)
referido em 1.1.6. Por outras palavras, tem-se
DMYf (ug, . upyr) = DD o(ug, .. ug) (ugsr).
Em particular, a aplicagdo D' f: U — L(E; F) ndo é mais do que Df.

1.6.3 No sentido de compreender melhor a defini¢do precedente, examinemos o
caso particular, que se encontra com muita frequéncia, da derivada de
segunda ordem. Se f:U — F ¢é uma aplicacdo de classe C?, a derivada de
segunda ordem D?f:U — L*(E;F) associa a cada x € U uma aplicacio
bilinear D?f,: E x E — F definida pela igualdade

D?fo(u,v) = D(Df)o(u)(v).

Repare-se no significado do segundo membro da igualdade anterior: Uma
vez que Df:U — L(E;F) é uma aplicagio de classe C', em particular
diferenciavel em cada ponto, faz sentido considerar a sua derivada no ponto
x e na direcgdo de u, D(Df),(u), a qual é um elemento do espago de
chegada L(E; F'), ou seja, uma aplicagéio linear E — F', e portanto o valor
D(Df),(u)(v) desta aplicagdo linear em v é um elemento de F'.

Apesar da interpretacio do segundo membro da igualdade anterior que
acabamos de referir, o célculo da derivada de segunda ordem D?f,(u,v) é
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feito usualmente de um modo ligeiramente diferente, de modo a evitar ter que
derivar uma aplicagdo com valores num espago de aplicagdes lineares
L(E; F): O que se faz ¢ utilizar 1.5.14 para calcular D(Df),(u)(v). Assim,
para determinar D?f,(u, v), seguir-se-4 em geral o seguinte caminho:

1) Considerando v fixado, considera-se a aplicagdo de U para F, que a =
associa D f,(v).

2) Deriva-se a aplicac¢do assim obtida no ponto x, na direc¢do de u.

1.6.4 (Exemplos) a) Se f:U — F ¢ uma aplicagdo constante, entdo Df, = 0,
para cada x € U, de onde resulta imediatamente que f ¢ de classe C*™ e com
DFf =0, paracada k > 1.

b) Se £&: E — F ¢ linear, sabemos que & ¢ diferenciavel em todos os pontos e
com D¢, =&, para cada x € E, o que mostra que D¢ é uma aplicagdo
constante. Concluimos daqui que £ ¢ uma aplicagdo de classe C™ e que
DF¢ =0, para cada k > 2.

¢) Se B: F x G — H ¢ bilinear, ja verificamos que 3 ¢ diferencidvel em
todos os pontos € com Df3, ) (u,v) = B(u,y) + B(x,v), o que implica, em
particular, que DS:F x G — L(F x G;H) ¢é uma aplicagdo linear.
Concluimos daqui que 3 é uma aplicagio de classe C*> e que D*3 = 0, para
cada k > 3.

1.6.5 Sejam os espagos vectoriais de dimensdo finita F, F e G, U C E um
aberto, f,g:U — F duas aplicacdes de classe C*, c € R e pu: F — G uma
aplicagdo linear. Sdo entdo de classe C* as aplicagdes f+ ¢g:U — F,
cf:U— Fepo f:U — G etem-se

Dk(f +g)T(u17 7uk) = Dkfm(ulv 7“14:) + Dkgr(ulv 7uk)’
DF(ef)u(u, ..., up) = eD* foluy, ... up)
DF(po fa(ug, ... ug) = (DX fulug, ..., up)).

A segunda conclusio ¢ valida, mais geralmente, para cada ¢ € C, no caso em
que F' é um espago vectorial complexo, ¢ a primeira estende-se naturalmente,
por indugao, & soma de um niimero finito de aplicagdes de classe C*.

Dem: A demonstragdo faz-se facilmente por indu¢do em k. Repare-se, em
relacdo com a propriedade de composi¢do com uma aplicagao linear i, que a
igualdade D(p o f).(u) = p(Df.(u)) pode ser reescrita na forma

D(/~L o f)T = L(IdEa M)(Dfr)’
onde L(Idg; p): L(E; F) — L(E; G) esta definido em 1.1.12. O

1.6.6 Se E ¢ F sdo espacos vectoriais de dimensdo finita, diz-se que uma
aplicagio \: E — F ¢é afim se existe uma aplicagiio linear \: £ — F e um
elemento y € F tais que \(x) = \(x) + v, para cada = € E. A aplicagdo
linear \ e o elemento 3 € F estdo univocamente determinados por \ (reparar
que y = X(0)); diz-se que \ é a aplicagdo linear associada a aplicagio afim.
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E claro que toda a aplicagdo linear ¢ uma aplicacdo afim, tendo ela mesmo
como aplicagdo linear associada.

1.6.7 Sejam E, F' e G espagos vectoriais de dimensdo finita, \: ¥ — F uma
aplicagdo afim, de aplicagdo linear associada A\, e U C E ¢ V C F dois
conjuntos abertos tais que A(U) C V. Se f:V — G é uma aplicagdo de
classe C*, tem-se entdo que f o A;;: U — G é também de classe C* e

DF(f o N)a(ur, ..., u) = DF i (M), ..., Aur)).

Dem: Como anteriormente, a demonstragdo faz-se facilmente por indugdo
em k, reparando que a igualdade D(f o A/y).(u) = Df5(,)(A(u)) se pode
escrever na forma

D(foAw)e = L(X; 1dg) (D fxp)s
onde L(\; Idg): L(F; G) — L(FE;G) é uma aplicagio linear. O

1.6.8 (A nogio de aplicacdo de classe C* ¢ local) Sejam E e I espagos
vectoriais de dimensao finita, U C E um conjunto aberto ¢ f:U — F' uma
aplicagdo. Tem-se entdo:

a) Se f é de classe C* e se V C U ¢é outro aberto, a restri¢io fv:V—F¢
também de classe C* e, para cada k, D*(f/) = (D" f) v

b) Se (Uj)jes ¢ uma familia de abertos de E, de unido U, tal que cada
restrido f/y,:U; — F' seja de classe C* (ou, o que ¢ equivalente, se, para
cada x € U, existe um aberto V, com z € V' C U, tal que f/y seja de classe
C*), entdo f ¢é de classe C*.

1.6.9 Sejam os espagos vectoriais de dimensdo finita E' e, para cada 1 < j < p,
Fj, seja U C E um aberto e seja, para cada 1 < j<p, f;:U — F; uma
aplicagdo. Seja f:U — F; x --- x F}, a aplicagdo cujas componentes sdo os
fj, isto é, a definida por

f(@) = (fi(@), ..., ().

Tem-se entdo que f é de classe C* se, e s6 se, cada fj € de classe C* e, nesse
caso,

Dkfl.(ul, ceUE) = (Dkflx(ul, 775 Dkfpw(ul, ceUg)).
Dem: Pode-se apresentar uma justificacdo decalcada pela de 1.5.8. O

1.6.10 Sejam E e F' espacos vectoriais de dimensdo finita, U C E um conjunto
aberto e f: U — F' uma aplicagdo de classe C*. Para cada 0 < j <k tem-se
entio que D/ f: U — L/(E; F) é uma aplicagdo de classe C*~/ e

Dk_j(Djf)x(ulv 7uk7j)(ukfj+17 cee 7uk) = Dkfa:(ula cee 7uk)~

Dem: Repare-se que o caso em que j = 0 ¢ trivial ¢ aquele em que j = 1 ndo
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¢ mais do que a defini¢do. Facamos entdo a demonstra¢do por indugdo em k,
o caso k = 0 sendo trivial. Suponhamos entdo o resultado valido para um
certo k e que f:U — F ¢ de classe C**! e seja 0 < j < k. Uma vez que
Df:U — L(E;F) é de classe CF, a hipotese de inducio garante que
DI(Df):U — L/(E; L(E; F)) é de classe C*~/ e com

Dkij(Dj(Df))w(ul, oy W) (Uh—jig 1y - UR) = Dk(Df);L.(ul, ce, ).
Reparemos agora que a igualdade de defini¢ao
Dj+1fx(1117~~~ s Vj1) = Dj(Df)x(vl,... V) (Vj41)

diz-nos que se tem, nas notagdes de 1.1.6, D/*'f, = Y;1(D/(Df),), onde
Y;':L/(E; L(E;F)) — L*Y(E; F) ¢ uma aplicagio linear, pelo que
podemos concluir que D/l f: U — L/HY(E; F) ¢ de classe C*7J, ou seja,
C(k+1)7(j+1), e que

D(k+1)_(j+l)(Dj+1f)z(’u,17 o W) (U1 - Ug1) =

= T]Tl(Dk_j(Dj(Df))x(ul, o W) )Wk iy e Upg1) =
= DEIDIDL) ) (1 08) (1) =

= DF(Df)ulun, . up) (upsr) =

= DM fo(un, . ),

0 que termina a prova por indugéo. O

1.6.11 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita, U C E um aberto e

f:U — F uma aplicagdo de classe C*, tal que a aplicagio derivada
DFf:U — L¥(E; F) seja de classe C/. Tem-se entdo que f ¢ de classe
Ck+j.
Dem: Tal como anteriormente, fazemos a demonstragdo por indugdo em k, o
caso k = 0 sendo trivial e o caso £ = 1 ndo sendo mais do que a defini¢do.
Suponhamos o resultado valido para um certo k e que f: U — F' ¢ de classe
CH1 e com DFf:U — L*(E;F) de classe C7. Tem-se entio que
Df:U — L(E; F) é de classe C* e, reparando que a igualdade

DMDf)o(ur, -y wg) (up) = DM fo(un, o wi)

pode ser reescrita na forma D*(Df), = Yy(D*'f,), concluimos que
D¥(Df):U — L*(E; L(E; F)) é de classe CJ. Pela hipotese de indugdo
podemos assim garantir que Df:U — L(F; F) ¢ de classe C**/ e portanto
f é de classe C*+117, O

1.6.12 Sejam FE, F' e GG espagos vectoriais de dimensdo finita, U C Ee V C F
dois abertos ¢ f:U — V e g:V — G duas aplicagdes de classe C*. Tem-se
entio que go f: U — G é também de classe C*.

Dem: Tal como nos casos anteriores, a demonstragdo faz-se por indugdo em
k. No caso k = 0 temos simplesmente a asser¢do de a composta de duas
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aplicagdes continuas ser ainda continua. Suponhamos que o resultado ¢
valido para um certo k e que f e ¢ sdo de classe C**'. Sabemos que go f é
entdo diferenciavel em todos os pontos e que, para cadaz € U,

Uma vez que Dg:V — L(F;G) é de classe C* e que f:U — V é de classe
C*, concluimos, pela hipétese de indugio, que tem lugar uma aplicagdo de
classe C* de U em L(F; @), que a cada = associa Dgy (). Temos também
uma aplicagio de classe C* Df:U — L(E;F), pelo que obtemos uma
aplicagdo de classe C* de U em L(F;G) x L(E;F), que a cada z € U
associa o par (Dgy,, D f.), aplicagdo essa que, composta com a aplicagio
de composicdo, que ¢ uma aplicagdo bilinear, logo de classe C*°, de
L(F;G) x L(E; F) em L(E;G), vai dar, mais uma vez pela hipotese de
indugdo, uma aplicagiio de classe C* de U em L(F;G), a qual, como referi-

mos, ndo ¢ mais do que D(g o f). Concluimos portanto que g o f é de classe
Ck"'l. O

1.6.13 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensdo finita e F/ C F um
subespago vectorial. Sejam U C E um conjunto aberto ¢ f:U — F uma
aplicagio tal que f(U) C F'. Tem-se entio que f ¢ de classe C*, como
aplicacio de U em F), se, e 50 se, f ¢ de classe C*, como aplicacio de U em
F', e, nesse caso, D* f é o mesmo dos dois pontos de vista.

1.6.14 Sejam E, F' e G espagos vectoriais de dimensao finita, U C E um aberto
e f:U — L(F;G) uma aplicagdo. Para cada vector v € F', notemos
fw):U — G aaplicagio definida por f(,)(z) = f(z)(v). Tem-se entdo que f
¢ de classe C* se, e so se, para cada v, fw) € de classe C* e, quando isso
acontecer, tem-se, para u1,...,u; € F,

Dkfgm(ul7 o) (v) = Dkf(q,)zo(ul, ey U

Mais precisamente, dada uma base vy, ..., v, de F, para garantir que f é de
classe C*, basta verificar que fw) € de classe C* quando v é um dos n
vectores daquela base.

Dem: Basta adaptar trivialmente a demonstragdo apresentada para 1.5.14. O

[.6.15 Sejam J C R um aberto, F' um espago vectorial de dimensdo finita e
f:J — F uma aplicagio de classe C*. Define-se entio uma aplicagdo
f%):J — F como sendo a composta da aplicagio D*f:.J — L¥(R; F) com
o isomorfismo canénico Y: L*(R; F) — F (cf. I.1.5). Por outras palavras,

0@ = DR f(1, ..., 1).

E claro que fM) é o que atras se chamou f’ e, em vez da notagio f%,
também ¢ costume escrever f . Uma notagdo alternativa bem conhecida para

FR() ¢ T ().
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Vamos agora estabelecer uma propriedade muito importante da derivada
de segunda ordem de uma aplicaciio de classe C'?, nomeadamente que ela
¢ sempre, em cada ponto, uma aplicacdo bilinear simétrica. Comecamos,
para isso, por demonstrar um lema.

1.6.16 (Lema) Sejam FE e F' espagos vectoriais de dimensdo finita, U C E um

L.6.

aberto, f:U — F uma aplica¢io de classe C? e xy € U. Para cada § > 0,
existe entdo € >0 tal que, sempre que u,v € E verificam |ju| <e e
lv]| < e, tem-se

1 (o + u + ) = fxo +u) = flao+v) + f(wo) = D*fa,(u, 0)]| < &]lull][o]].

Dem: Seja r > 0 tal que a bola fechada de centro x e raio r esteja contida
em U e que, para cada x nessa bola fechada, ||[D(Df), — D(Df),|| <6 e
tomemos € = 7. Seja u € E tal que [|ul| < ¢ e consideremos a aplicagdo g(,),
com valores em F', definida por

9w (y) = f(xo+u+y)— flzo+y)

no aberto de E, contendo a bola fechada de centro 0 e raio €, cujos elementos
sdioosytaisquexy+ycUexy+u+yeU. Tem-se

Dg(u) ('U) = Df-ToJrUH}(/U) - Dfxoﬂl(v)

Y

ou seja, Dg(u)y = D frsuty — D fr,+y, € portanto, tendo em conta a terceira

versdo da formula da média em 1.5.20, com £ = D(Df),,: E — L(E; F),
podemos concluir que, para cada y na bola fechada de centro 0 e raio ¢,

1Dgw), = DD f)ay (Wl = 1D fayury = Dfagry = DD f)ay(w)]| < 6]ul].

Podemos agora aplicar segunda vez a mesma versdo da formula da média,
com £ = D(Df),(u): E— F, para garantir que, para cada v € E com
ol <e,

1f (o +u+w) = flzo+u) = f(zo +v) + f(z0) — D*f (u,0)|| =
= 190 (©) = 9 (0) = DD f )y (w) ()| < 8ull[|v]]- U

17 (Simetria da derivada de segunda ordem) Sejam F ¢ F' espagos
vectoriais de dimensdo finita, U C E um aberto ¢ f: U — F uma aplicagdo
de classe C?. Para cada = € U, tem-se entio que a derivada de segunda
ordem

D*f:ExE—F

¢ uma aplicagdo bilinear simétrica, isto é, tem-se D?f,(u,v) = D?f.(v,u),
quaisquer que sejam u, v € F.

Dem: Seja 6 > 0 arbitrario. Tendo em conta o lema anterior, podemos
considerar € > 0 tal que, sempre que |ju|| < e e ||v] < e, tem-se
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If (@ +u+v) = flz+u) = flo+v) + f(2) = D*falu,v)[| < 6llull[lv],

assim como, evidentemente, a desigualdade que se obtém desta por troca dos
papéis de u e v. Uma vez que a soma das quatro primeiras parcelas dentro da
norma no primeiro membro fica invariante por troca dos papéis de u e v,
concluimos que, sempre que ||u|| < € e ||v|| < €, tem-se

1D? fo (v, u) = D fa(u, 0) | < 28]Jull]v]].

Deduzimos agora que, se w e v sdo vectores ndo nulos arbitrarios de FE,
podemos escrever

™
<

yo ullew ol ev
_ Ce=
e ul

=7 EV

com =i € o vectores de norma ¢, pelo que podemos escrever

™
=

1D? fo(v, 1) = D fi(u, 0) || =

Ev EU

[l ol 2 2p (EU €V
= 1D fa s ) — D7 fa
€ oIl i !

) <

€ [l ol

ul| ||v

< L 9522 = o o,
e €

o que, tendo em conta a arbitrariedade de 6 > 0, implica que

1D? fi(v, 1) = D* fo(u, v) | = 0,

isto &, D?f,.(u,v) = D*f,(v,u), o que termina a demonstragdo, uma vez que
esta igualdade ¢ trivialmente também verificada quando um dos vectores u e
v¢é0. O

1.6.18 (Corolario) Sejam U C E um aberto e f:U — F uma aplicacdo de

classe C*. Entdo, para cada x €U, a aplicagio multilinear
DFf,:E x - x E — F ¢ simétrica.
Dem: A demonstracdo faz-se por indugdo em k, a partir do caso k = 2, que
j& foi demonstrado. Na passagem de k para k4 1, para vermos que
DM1f, € LFY(E; F) é simétrica, basta vermos que D1 f, (uy,..., ups1)
ndo muda quando se troca u; com u;.1. No caso em que j < k — 1, isso é
uma consequéncia da hipoétese de inducdo e do facto de se ter

DM fo(un, o ugn) = DE(D ) a(un, oy wg) ().
No caso em que j = k, isso ¢ uma consequéncia da igualdade
DM f(ug, oy upgn) = DMHD? (s oo ui) (ug, ),

desde que se repare que a aplicagdo de classe C*~! D*f:U — L%*(E; F)
toma valores no subespago vectorial L2, (E; F) de L*(E; F), formado pelas

sim
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aplicagdes bilineares simétricas, o que implica que D*~*(D?f), aplica F*~!
em L% (E;F). O

sim

Como referimos no inicio desta seccdo, até agora apenas a
diferenciabilidade no sentido real interveio no que estivémos a estudar.
Vamos agora abordar rapidamente a adaptacdo do que temos estado a
fazer para o quadro da C-diferenciabilidade.

1.6.19 Sejam E e F' espagos vectoriais complexos de dimensdo finita, U C F
um aberto e f:U — F uma aplicagdo. Diz-se que f é uma aplicacdo
holomorfa se f é uma aplicacao suave (isto ¢, de classe C'*°, relativamente as
estruturas de espago vectorial real de £ e de F') e, para cada x € U, f ¢
C-diferenciavel em x (isto é, cada Df,: F — F ¢é uma aplicagdo linear
complexa).

1.6.20 No sentido de aligeirar o texto, abstemo-nos de enunciar explicitamente os
resultados sobre aplicagdes holomorfas que resultam trivialmente dos corres-
pondentes resultados sobre aplicagdes suaves e da constatacdo que as
derivadas envolvidas sdo efectivamente aplicagdes lineares complexas. Por
exemplo, as constantes sdo holomorfas, tal como o sdo as aplica¢des lineares
complexas e as aplicacdes bilineares complexas, a composta de aplicacdes
holomorfas é holomorfa, etc...

A defini¢do de aplicagdo holomorfa levanta talvez duas questdes: Uma
sobre se ndo estaremos a “pedir demais”, outra sobre se ndo estaremos a
“pedir de menos”.

A primeira questdo tem a ver com a razdo por que nos limitamos a estudar
as aplicagdes de classe C™ que sdo C-diferenciaveis em cada ponto e ndo
estudamos, mais geralmente, as aplicagdes de classe C* que sio C-dife-
rencidveis em cada ponto. A explicacdo esta em que ndo se ganhava nada
com a generalizacdo, na medida em se pode provar que toda a aplicagao
que seja C-diferenciavel em todos os pontos ¢ automaticamente de classe
C™ (propriedade que evidentemente ndo ¢ valida no quadro da
diferenciabilidade no sentido real). A propriedade que acabamos de referir
¢ extremamente forte e estd infelizmente fora de questdo podermos
abordar a sua justificacdo neste curso (o seu local natural ¢ num curso
sobre fungdes de varias varidveis complexas).

A segunda questdo tem a ver com a razdo por que pedimos simplesmente
que a aplicacdo seja de classe C™ e C-diferenciavel em todos os pontos e
ndo exigimos também que a aplicagio Df:U — L¢(E; F) seja ainda
C-diferenciavel em todos os pontos. Esta segunda questdo tem felizmente,
€ como veremos a seguir, uma resposta muito mais simples que a
primeira.

1.6.21 Sejam E e F' espagos vectoriais complexos de dimensdo finita, U C E
um aberto e f:U — F uma aplicagdo holomorfa. Tem-se entdo que a
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aplicagdo Df:U — L¢(FE; F) é também holomorfa e, para cada z € U, a
derivada D*f,: E x E — F é bilinear complexa.

Dem: Como vamos ver, o resultado vai ser uma consequéncia simples do
facto de a derivada de segunda ordem em cada ponto ser uma aplicacdo
bilinear simétrica. Uma vez que Df:U — L(E; F) é de classe C™, por isso
acontecer a f, e toma valores em L¢(E; F'), para vermos que esta aplicagéo é
holomorfa tudo o que temos que verificar é que, para cada x € U,
D(Df),: E — Lc(E; F) ¢ mesmo uma aplicagdo linear complexa. Tendo
em conta a igualdade de definicéo

D? fo(u,v) = D(Df)a(u)(v),

vemos que a aplicagdo bilinear D?f,: E x E — F ¢ C-linear na segunda
variavel e que o que queremos provar ¢ que ela é também C-linear na
primeira variavel. Ora, isso resulta do facto de esta aplicagdo bilinear ser
simétrica, visto que podemos escrever, para cada a € C,

D?f.(au,v) = D*fo(v,au) = a D*f.(v,u) = a D*f.(u,v). O

1.6.22 Nas condigdes anteriores, para cada k, tem-se, mais geralmente, que as

derivadas D" f,: E¥ — F sido multilineares complexas e a aplicacio
DFf:U — LE(E; F) é holomorfa.
Dem: Demonstramos, por indugdo em k > 1 que cada D*f: U — Lé(E; F)
é holomorfa e cada D" f,: E**1 — [ ¢ multilinear complexa, o caso k = 1
sendo o resultado precedente. Supondo o resultado verdadeiro para um certo
k, podemos utilizé-lo com a aplicagdo holomorfa D f: U — L¢(E; F') para
garantir que

DMY(Df),: B¥ — L (B F)
¢ multilinear complexa e a igualdade de definigdo
DF fo(ur, . ukrs) = DMYYDf)a(ua, - ) (Ung2)

mostra entdo que D'2f,: E¥+*2 — [ ¢ multilinear complexa. Este ultimo
facto implica que a aplicagdo suave D¥! f: U — LEH(E; F) € holomorfa,
isto ¢, que cada D(D¥!'f),:E — LET(E;F) é linear complexa, se
tivermos em conta a igualdade

D(Dkﬂf)w(ul)(um sy Uk-+2) = Dk+2f;v(u17 U2y .-y Uk+2)- (
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§7. Derivadas parciais.

1.7.1 Sejam os espacos vectoriais de dimensdo finita E, ..., E, e I, o conjunto
aberto U C Ey x --- x I, e aaplicagido f:U — F.Se (r19,...,%,,) €U, e
se 1 < j <p,diz-se que f ¢ j-parcialmente diferencidvel naquele ponto se
for diferenciavel em x;,, como fungdo da j-ésima variavel, isto €, se, sendo
Uj o aberto de Ej, que contém z,,

Uj = {xj € Ej | (51510, 7Ij*107xj7xj+107~"7x170> € U}’
a aplicagdo f;: U; — I, definida por
fj(m]') = f(xl(]v sy Lj—10y Ljs LTjt1qy - - - 71'170):

¢ diferenciavel em z;,. Nesse caso, define-se a j-ésima derivada parcial de f
naquele ponto como sendo o elemento

Djf(l’lo, e ,Zli'po) = Df]‘(fﬁjo) € L(EJ, F),

que se nota também Djf(zmw;%).

1.7.2 Nas condig¢des anteriores, € no caso em que um dos espagos vectoriais F; é
R, usa-se a notagdo

of
a_xj(xl()a [ ‘rpo)

para o elemento
Djf(l'l(b 7x[70)(1) = T(Djf(wl()z 7mp())) EF
(comparar com [.5.15).

1.7.3 Se U ¢ um aberto de E; x --- x E, e se f:U — F ¢ diferenciavel no
ponto (z1,...,2,,) € U, entdo, para cada 1<j<p, f ¢é também
j-parcialmente diferenciavel nesse ponto, tendo-se as seguintes relagdes entre
a derivada de f e as respectivas derivadas parciais:

Djf(zm,...,mm) (u) = Df(zm,...,xm)(o7 LR 07 u, 07 e 70)

(u na posigéo j),
D
Df(.z'm,...,:r,m) (ula ceey up) = Z Djf(xm,“.,;r,m) (u])
=1

Dem: A primeira igualdade ¢ uma consequéncia simples do teorema da
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derivagdo da fun¢do composta e a segunda resulta da primeira, tendo em

conta a linearidade da derivada e o facto de (uy,...,u,) ser soma de p
parcelas, cada uma com uma das coordenadas, j, igual a u; e as restantes
coordenadas nulas. O

1.7.4 (Teorema Fundamental) Sejam U um aberto de E; x---x E, e

f:U — F uma aplicagdo que, para cada 1 < j <p, seja j-parcialmente
diferenciavel em todos os pontos e com D;f:U — L(Ej; F) continua.
Tem-se entdo que f ¢ diferenciavel em todos os pontos.
Dem: Para ver que f ¢é diferencidvel no ponto (1, ...,x,,), basta ver que
isso acontece a sua restricdo a um aberto mais pequeno que contenha esse
ponto, pelo que se pode ja supor que U ¢ da forma U; x --- x U, com cada
U; aberto convexo de Ej, contendo x;,. Nesse caso, escrevemos

p

f(@1,...,2p) = f(@10, ..., 3p) + Zgj(ml,...,xp),
=1
onde
gj(xlv 71‘]7) = f(zlt]a s L1095 Ljs Tjpls - - -5 :I:p) -
- f(xl(h sy Lj—10> Ljgs Lj+1y - - - ;xp)a
e, para provarmos a diferenciabilidade de f em (z1g,...,2,,), ficamos

reduzidos a provar a diferenciabilidade de cada g; nesse ponto. Para isso,
escrevemos

9i(@1,. o xp) = gi(@10, -5 Tpg) + Djfag,. ) (T — Tjg) +
+a(zy,...,xp)

e ficamos reduzidos a provar que a aplicagdo « verifica a condicdo na
defini¢do de diferenciabilidade, o que ¢ uma consequéncia simples da conti-
nuidade de D; f e da terceira versdo da formula da média (cf. 1.5.20). O

1.7.5 Sejam U um aberto de £y x --- X E, e f:U — F uma aplicagdo. Tem-se

entdo que f é de classe C*! se, e s se, para cada 1< j<p, f ¢
J-parcialmente diferencidvel em todos os pontos ¢ D;f:U — L(E;; F) ¢
uma aplicagio de classe C*.
Dem: A base da demonstragdo ¢ o resultado anterior. Consideram-se, além
disso, as injecgdes canonicas ¢j: E; — Ey X --- X E, e as projecgdes
canénicas 7;: By X --- X E, — Fj;, as quais ficam associadas aplicagdes
lineares

L(uj; Idp): L(Ey % - x Ey; F) — L(Ej; F),
L(’]T],IdF)L(E],F) — L(El X o0 X Ep;F)’

bastando entdo reparar que as formulas de 1.7.3 podem ser traduzidas na
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forma

Djf = L(vj; Idp) o D,

Df = L(m;;Idp) o D;f. O

J=1

1.7.6 (Corolario) Sejam F' um espacgo vectorial de dimensdo finita, U C R™ um
aberto e f: U — F uma aplicacdo. tem-se entdo que f é de classe C**! se, e
s6 se, f ¢é j-parcialmente diferenciavel em todos os pontos e cada aplicacdo
%: U — F éde classe C*.

Dem: Basta atender a que, tendo em conta 1.6.14, é equivalente dizer que
D;f:U — L(R; F) ¢ de classe C* e dizer que %: U — F édeclasse C*.O0

1.7.7 (Corolario) Seja &: Ey x --- x F, — I uma aplicacdo multilinear. Tem-se
entdo que £ é de classe C™ ¢

p
Df(xh'__vtp)(ul, ,up) = Zf(a’:l, AN ,aﬁj,l,Uj,,T]url, ceey Ip).lé
j=1

Dem: A demonstragdo faz-se por indugdo em p, reparando que o facto de &
ser multilinear vai implicar que £ é parcialmente diferenciavel em cada ponto
relativamente a cada variavel, com

Di&ay....op)(Wg) = E(T15 0y Tjo1, W)y Tr1, -, Tp)s

o facto de cada D;{: Ey x --- x E, — L(Ej;; F) ser de classe C™ sendo
entdo uma consequéncia da hipdtese de inducdo e do facto de a composta de
aplicagdes de classe C'™° ser de classe C*°. O

1.7.8 (Regra de Leibnitz generalizada) Seja & F) X --- x F), = G uma
aplicagdo multilinear. Sejam U C F um aberto e, para cada 1 < j < p,
fj:U — F; uma aplicagdo diferencidvel no ponto xy € U (resp. uma
aplicagdo de classe C'*). Tem-se entdo que a aplicagio h: U — G, definida
por

h(z) = E(fi(), .., fp(2)),

¢ também diferenciavel em xy e com

16Repare-se que a conclusio de 1.5.11, em conjunto com a alinea c) de 1.6.4 ¢
essencialmente o caso particular p = 2 deste resultado, o que poderia levar a crer que a
sua apresentagdo naquele momento poderia ter sido uma perda de tempo. Tal nao € o caso
visto que na demonstragdo adiante vamos utilizar o facto de a composta de aplicagdes de
classe C* ser ainda de classe C*, resultado que utiliza a versdo p = 2 na sua demons-
tragao.
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P

Dhy,(u) = Z E(fi(@o), .-, fi-1(@o), Dfj, (u), fis1(2o), .., fr(20))
J=1

(resp. é uma aplicagdo de classe C*).

Dem: Basta atender a regra de derivagdo da fungdo composta e ao facto de h

ser a composta de £ com a aplicagdo de U em F; X --- X F), que a x associa

(fi(z),..., fp(x)). O

Como aplicag@o da suavidade das aplicagdes multilineares e do valor da
sua derivada em cada ponto, podemos estudar a suavidade da funcdo
determinante.

1.7.9 Seja E um espago vectorial de dimenséo finita sobre K, igual a R ou C. A
aplicacdo det: L(E; F) — K ¢é entdo suave, sendo mesmo holomorfa no caso
em que K = C. Além disso, a sua derivada em Idp € L(E; E) é dada por

D detyq, (o) = Tr(a).

Dem: Fixemos uma base uq,...,u, em E e consideremos o correspondente
isomorfismo ®: L(F; E) — E™ definido por ®(&) = (§(uq),...,&(uy,)). A
aplicacio deto @ !: E" — K vai ser multilinear, como consequéncia do
facto bem conhecido de o determinante de uma matriz do tipo n X n ser
linear em cada coluna separadamente. Podemos concluir daqui que
deto ®~!: E” — K ¢ suave e com

D(deto &)y, o (V1, .. 00) = Y deto @7 (@, .. 05, @)
j=1

pelo que, compondo com o isomorfismo ®, vemos que det: L(F; E) — K é
suave e com

Ddet¢(a) = D(det o <I>_1)(§(ul> e (a(ur), ..., a(u,)) =

eeny

= D deto @7 (g(un). o). ),

formula que nos mostra, em particular, que det: L(E; E) — K ¢é mesmo
holomorfa, no caso em que K = C. Escrevendo agora a(u;) = > aj j uj, 0
facto de se ter deto & !(uy,..., uj—1,uj,Uj1, ..., u,) = det(Idg) =1 e,
para cada k # j, deto ® ! (uy, ..., uj_1, Uy, Ujs1, ..., u,) = O (determinante
de uma matriz com duas colunas iguais) implica que se tem

deto @ (uy,...,aluj),...,u,) =
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n
-1
= ay;deto ® (ul,...,uj_l,uk,u]-+1,...,u7l):
k=1
-1
= ajjdeto ® (ulv e U1, Uy U1 - e 7un> = Qjj

pelo que obtemos, em particular,
Ddetyy, (o) = Zdeto O Nuy,...,aluj),...,u,) = Z aj; = Tr(a),
=1 =1

como queriamos. O

§8. Teoremas da fungao implicita e da funcao inversa.

[.8.1 Sejam FE e F espagos vectoriais reais (respectivamente complexos) de

dimensio finita e notemos L;s,(E; F') o subconjunto de L(E;F) formado
pelos isomorfismos de F sobre F. Tem-se entio que L, (F;F) é um
subconjunto aberto, eventualmente vazio, de L(E; F) e a aplicagio

®: Lis,(E; F) — L(F;E), ®(¢) =¢71,
¢é de classe C'™ (respectivamente é holomorfa) e verifica
D®¢(n) = € tonogt.

Dem: Vamos dividir a demonstracdo em vérias alineas:
a) Vamos comegar por provar que, se { € L(E; E) verifica [|¢ — Idg| < 1,
entdo ¢ € invertivel e ||€7!|| < 2. Ora, de se ter

1
1€(2) =zl = [I(€ — Idp) ()| < Fll]),
deduzimos que
1
lzll < llz = @)l + ()]l < Sllzll + llE)l,

donde

lE@) = 2l

Resulta daqui que, se £(z) = 0, entfo = 0, o que mostra que & € injectiva,
logo um isomorfismo de E sobre E e, fazendo agora z = £ 1(y), obtemos
lyll = 311~ (W)ll, ou seja, [I€ ()I| < 2[lyll, o que mostra que [|€~]| < 2.

b) O que vimos em a) mostra que Id é interior a L;,(F; E) em L(E; E).
Reparemos agora que, para cada & € L;,,(F; F'), tem lugar um isomorfismo
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de L(E;E) sobre L(E;F), que a cada \ associa £ o\, o isomorfismo
inverso aplicando ;1 em £ 'opu. Uma vez que este isomorfismo, em
particular homeomorfismo, aplica L;s,(E; E) sobre L;s,(F; F) e Idg em &,
concluimos que ¢ é interior a L;s,(FE; F) em L(F;F), o que mostra que
Lis,(E; F) é aberto em L(E; F).

¢) Vamos verificar que, no caso particular em que £ = F, ® ¢ diferenciavel
em Idg, em particular continua nesse ponto, ¢ que

D@4, (n) = —n.
Para isso, escrevemos
®(§) = ©(Idg) — (£ — Idg) + a(§)

e tentamos mostrar que a aplicacdo « verifica a condigdo na definicdo de
diferenciabilidade. Ora, podemos escrever

a@) =€ —Idg+€—Idp =& o (6~ Idg)o (€ — Idp)

pelo que, dado 6 > 0, vem, sempre que ||§ — Idg| < min(g, %), tendo em
conta a conclusdo de a),

la (@)1l < 1€ 1ll€ = Tdgllllg — Tdgl| <
6
= 25”5 — Idg|| = 6||§ - Idgl,
como queriamos.
d) Seja agora £ € Ly, (E; F') arbitrario. Notemos ¥: L(E; F) — L(E; E) e
U: L(E; E) — L(F; E) as aplicagdes lineares definidas por
VA =¢lo, U(p) =pot,

a primeira das quais aplica L;s,(F;F) sobre Li,(E;E) e & em Idp.
Notando agora @ a aplicacdo ® no caso particular em que F = F', o facto
de se ter, para cada A € Ly, (F; F),

A= (o) e,
permite-nos escrever ® = Uodo Vp,.. ;) Pelo que o facto de @ ser
diferenciavel em Idg, e com derivada aplicando n em —n, implica, pelo

teorema da derivagdo da fungdo composta, que a aplicagdo ® ¢ diferenciavel
em &, e com

D&g(n) = ¥(—¥(n)) =~ ono .

e) Acabamos de ver que ® ¢ diferenciavel, em particular continua, em todos
os pontos do aberto L;s,(F; F) de L(E; F) e com

Do¢(n) = —®(&) ono @(§).
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Se repararmos que tem lugar uma aplicagdo bilinear, em particular de classe
C*, de L(F;E) x L(F;E) em L(L(E;F);L(F;E)), que a cada (a, )
associa a aplicacdo linear 1 — « o 5 o 3, concluimos por indu¢ao, utilizando
1.6.12, que ® ¢ de classe C*, para todo o k, isto ¢, de classe C™. Além disso,
no caso em que os espagos vectoriais sdo complexos, a formula obtida para
D®; mostra que se trata de uma aplicacdo linear complexa, pelo que ® é uma
aplicagdo holomorfa. O

1.8.2 (Um lema, caso particular do teorema das fun¢des implicitas) Sejam F

e F espagos vectoriais reais (respectivamente complexos) de dimensao finita,
Q) C E x F um conjunto aberto, f:Q — F uma aplicacio de classe C**!,
onde 0 < k < 400, (respectivamente uma aplica¢ao holomorfa) e z( € F tal
que (29,0) € Q, que f(x0,0) =0 e que Dy f,, 0 = Idr. Existem entdo um
aberto U de E, com zy € U, e um aberto V' de F, com 0 € V, tais que
U x V C Qe que se verifiquem as condi¢des seguintes:

a) Para cada x € U, existe um, e um 86, y € V tal que f(z,y) = 0;

b) A aplicagdo g:U — V, definida por f(z,g(x)) =0, é de classe C**!
(respectivamente ¢ holomorfa).

Dem: Tendo em conta a continuidade de Dy f: ) — L(F'; F') e o facto de
Lis,(F; F) ser aberto em L(F;F), podemos fixar R’ >0 tal que,
considerando as bolas abertas de centros zp ¢ 0 e raio R’, se tenha
Bri(xg) x Bp(0) CQ e, para cada x € Bp(zg) e y€ Br(0),
Ds f,) € L(F; F) seja um isomorfismo, verificando

1
(1) D2 fayy — Ldr|| < >

Fixemos 0 < R < R. A continuidade de f implica a existéncia de
0 < r < R tal que, para cada « € B,(zg),

R

@) 1£(, 0)Il = [If(2,0) = f(z0, O)| < 5

Para cada 2 € B,(z), seja h®): Br(0) — F a aplicagdo de classe C*+!
definida por

(3) W (y) =y — flz,y).

Tem-se ||Dh3(f)|| = |[Idp — Daf(z)|l < 3 pelo que, pela formula da média,
vem, para y,y € Bgr/(0),

1
4) 1 (y) = KO @O < Sy — /|-
Em particular, para cada y na bola fechada de centro 0 e raio R, B r(0),

®) KOG = A ) - BO0) - f(,0)] < 5lyll+ 5 < R,
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o0 que mostra que h*) aplica B (0) em Bg(0). O teorema do ponto fixo para
aplicagdes contractivas implica agora que, para cada x € U = B,(x), existe
um, e um s6, y €V = Bp(0), tal que h\W(y) =y, isto & tal que
f(z,y) = 0. Notando y = g(x), resta-nos ver que a aplicagdo g: U — V é de
classe C**'. Seja M > ||Dy f(z,0)|l- Suponhamos que R’ foi escolhido
suficientemente pequeno para que, para cada x € B (xo) e y € Br/(0), se
tenha || D1 f, )| < M; pela formula da média, deduzimos entdo que, se
z,r' €U ey €V, tem-se

(6) 1f(z,y) — f(@ )l < Mz —2'|.
Usando (4), obtemos agora, para x, 2’ € U,
lg(x) = g(=)|| = ||t ( ( ) — h(“?')(g(fc’)/)ll < /
< (1R (g(w)) = B (g(@)]| + [ (g(2)) — B (g(2))] <

< 17 gw) = (o o) + 3l — o) <
< Ml — 'l + 5 lo(z) - ol

de onde se deduz que %Hg(:t) —g(z)|| £ M|jz — 2'||, ou seja,
™ lg(z) — g(a')|| < 2M ||z — ||

Esta ultima féormula implica, em particular, a continuidade da aplicacdo g.
Vamos agora ver que, para cada x; € U, g é diferenciavel em z1, e com

(8) Dgwl = _(DQf(zl,g(zl)))71 o le(xl,g(:vl))~
Para isso, ponhamos
) g@) = g(@1) = (D2farg)) " © Difargieny (@ — 21) + o)

e provemos que a aplicagdo « verifica as condigdes da defini¢do de
diferenciabilidade. Seja 6 > 0 arbitrario. Seja M’ = [|(Da s, g(s,)) |- Pela
diferenciabilidade da aplicagdo f no ponto (z1,g(x1)), existe € > 0 tal que,
sempre que ||(x,y) — (z1,9(z1))|| < &, se tenha

17, y) = D1 ferge) (@ = 21) = D2far gy = gzl <
10 6
(10) < m\l(%y) — (z1,9(x1))]-

Se z € U verifica a condigdo ||z — x1|| < min(e, 557), tem-se, por (7),
(@, g(x)) — (21, 9(x1))[| < & e, pondo y = g(x) em (10), vem
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D1 f a1 g0 (@ = 21) + D2 fa) g2 (9(2) — g(21))]| <
o
(11) < m”(%g(l‘)) — (z1,9(z1))| <
< Mllw — a1,
donde
an 1@ = N2 o)™ (DS 9() — gla)) +

+ D1 fay gy (x = 21)) | < 8]l — 2],

o que mostra a diferenciabilidade pretendida.

A igualdade Dg, = —(Dy f<x7g($)>)‘1 © D1 f(z,4(x)) mMostra-nos agora, tendo
em conta 1.8.1 e o facto de a composi¢do ser uma aplicagdo bilinear de
L(F;F)x L(E;F) em L(E;F), que Dg:U — L(E; F) é uma aplica¢do
continua. O mesmo raciocinio vai-nos mostrar, por indu¢ao, que Dg ¢é de
classe C', para cada i < k, o que prova que g ¢ de classe C**1. No caso em
que os espagos vectoriais sdo complexos e f é holomorfa, esta mesma
igualdade mostra que g ¢ holomorfa. O

1.8.3 (Teorema das func¢des implicitas) Sejam F, F' e (G espacos vectoriais

reais (respectivamente complexos) de dimensdo finita, Q C E' x F' um
conjunto aberto, f:Q — G uma aplicacgio de classe C**!, onde
0 < k < +o00, (respectivamente uma aplicacdo holomorfa) e (xg,y0) € Q e
29 € G, tais que f(x0,y0) = 20 € que Dy f(y, ) € L(F;G) seja um iso-
morfismo. Existem entdo conjuntos abertos U, de E, e V, de F, com
o eU,yo € VelU xV CQ, verificando as condi¢des seguintes:

a) Para cada x € U, existe um, e um s6, y € V tal que f(z,y) = 2o;

b) A aplicagdo g:U — V, definida por f(z,g(z)) = 29, ¢ de classe C**1
(respectivamente € holomorfa).

Dem: Seja {: G — F' a aplicagdo linear inversa do isomorfismo Ds (4 y.)-
Seja Q) 0 aberto de E x F formado pelos (z,y) tais que (z,yo+y) € Ne
seja 7@ — F a aplicagdo de classe C**! (respectivamente holomorfa)
definida por

~

f(a,y) = &(f (2, 90 +y) — 20),

a qual verifica ?(azg, 0)=0e DQ}’(WO) = &0 Da f(zy.,)
lema anterior a 3", concluimos a existéncia de um aberto U de E, com
29 € U, e deum aberto V de F', com 0 € V, com a correspondente aplicagdo
de classe C**! (respectivamente holomorfa) §:U — V e, sendo

V=yo+ XA/, U eV vio verificar as condi¢des do enunciado, com g: U — V'
definido por g(x) = yo + g(x). O

= Idp. Aplicando o
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[.8.4 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita, U C E e V C F
conjuntos abertos e f:U — V uma bijec¢do. Diz-se que f € um difeomor-
fismo de classe C* se tanto f como f~! sdo aplicagdes de classe C*. No caso
em que k = oo, dizemos simplesmente que f € um difeomorfismo. No caso
em que F e I sdo espagos vectoriais complexos, diz-se que f: U — V éum
difeomorfismo holomorfo se for uma bijeccio e f:U — V e fL:V = U
forem aplica¢des holomorfas.

1.8.5 Sejam E e F' espacgos vectoriais de dimensdo finita, U C E e V C F
conjuntos abertos e f: U — V um difeomorfismo de classe C* com k > 1.
Para cada € U, Df,: E — F ¢ um isomorfismo com inverso D(f~1) (.
Em particular, no caso em que E ¢ F sdo espagos vectoriais complexos, se
f:U — V ¢ um difeomorfismo e ¢é aplicacdo holomorfa, entdo f:U — V ¢
mesmo um difeomorfismo holomorfo.

Dem: Por derivagio das identidades f'o f =Idy e fo f ! =1Idy,emx
e em f(x), respectivamente, obtemos D(f ') oDf, =Idp e
Df,o D(ffl)f(m) = Idp, o que implica que Df, € um isomorfismo, com
inverso D(f1) f(z)- No caso em que, além disso, ' e F' sdo espagos
vectoriais complexos ¢ o difeomorfismo f ¢ uma aplicagdo holomorfa, o
facto de cada Df, ser uma aplicagdo linear complexa implica que cada
D(f™) f() € uma aplicacdo linear complexa, e portanto que a aplicagdo de
classe C* f~1:V — U ¢ também holomorfa. |

O teorema da fungdo inversa, que demonstramos em seguida, ¢ um
reciproco local da primeira parte do resultado precedente.

1.8.6 (Teorema da funcio inversa) Sejam F ¢ F' espagos vectoriais reais (res-
pectivamente complexos) de dimensdo finita, U C E um aberto, f: U — F
uma aplicagio de classe C**1, onde 0 < k < +o0, (respectivamente uma
aplicagdo holomorfa) e xy € U tal que Df,,: E — F seja um isomorfismo.
Existe entdo um aberto U’ de E, com xy € U’ C U, tal que a restrigdo f/;
seja um difeomorfismo de classe C**! (respectivamente um difeomorfismo
holomorfo) de U’ sobre um aberto V' de F.

Dem: Seja ¢:F xU — F a aplicagio de classe C*!' definida por
9(y,x) = f(z) —y. Tem-se g(f(x0),70) =0 € D2g(s(u)xy) = Dfz, pelo
que, pelo teorema das fungdes implicitas, concluimos a existéncia de um
aberto U” de E, com o€ U”" C U, e de um aberto V de F, com
f(zy) € V, tais que, para cada y € V, existe um, e um s6, x € U” tal que
g(y,z) = 0, isto &, tal que f(x) =y, e que, notando = = h(y), a aplicagdo
h:V — U" ¢ de classe C**'. Sendo U’ o conjunto dos = € U” tais que
f(z) € V, U’ vai ser um aberto de E, contendo x, e contido em U, ¢ a
restricdo de f a U’ vai ser uma bijec¢io de U’ sobre V, que é de classe C*+1,
assim como a sua inversa, que ndo ¢ mais do que a aplicacéo h. O
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§9. Integral de fungdes vectoriais de variavel real.

Ao contrario do Calculo Diferencial, que temos estado a rever, que sera
constantemente utilizado ao longo deste livro, as propriedades
elementares do Calculo Integral, para fun¢des continuas de varidvel real e
com valores num espago vectorial de dimensdo finita, que vamos abordar
nesta e na proxima sec¢do vao ser utilizadas com muito menor frequéncia.
Elas serdo utilizadas apenas no estudo das equacdes diferenciais ordina-
rias e na construg¢@o da reparametrizagdo por comprimento de arco de um
caminho. A maior parte das demonstragdes sera omitida, por se tratar de
aplicagdes directas das propriedades da convergéncia de sucessdes
generalizadas ou de adaptacdes triviais de demonstragdes ja conhecidas
no quadro das fungdes reais de varidvel real.

1.9.1 Sejam a e b dois nimeros reais, com a < b. Chama-se particdo do
intervalo [a, b] a um subconjunto finito P de [a, b], que contenha a e b. Um
tal subconjunto pode sempre escrever-se, de uma unica maneira, na forma
P ={ag,ai,...,an}, coma =ay < a; < --+ < ay = b, tendo-se evidente-
mente N =0,se a=b,e N >1,se a<b, caso em que se da o nome de
didmetro da parti¢do ao maior dos niimeros a; — a;_;. A parti¢do P’ é mais
fina que a partigdo P se se tem P’ D P; o conjunto das parti¢des de [a, b],
com esta relagdo, fica a ser um sistema parcialmente ordenado filtrante, por-
tanto um bom candidato para conjunto de indices de uma sucessdo genera-
lizada.

1.9.2 Sejam F um espago vectorial de dimensdo finita e f:[a,b] — F uma
aplicacdo continua. Para cada particdo P = {ao, ay,...,an} de [a,b], com
a=ay<a <--<ay=Db,defina-se um elemento Sp(f) € F, por

N

Sp(f) =) (aj—a;1)f(ay).

J=1

A familia dos Sp(f) é entdo uma sucessdo generalizada de elementos de F,
que se verifica facilmente ser de Cauchy, pelo que converge, e ao seu limite
di-se o nome de integral da aplicagdo f no intervalo [a,b], notado

17 £(t) dt.
1.9.3 Sejam F' e G espacos vectoriais de dimensdo finita e A\: F' — G uma
aplicagdo linear. Se f: [a,b] — F ¢é uma aplicagdo continua, tem-se

b b
/)\(f(t))dt: /\(/ f(t)dt).
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1.9.4 Sejam F' um espago vectorial de dimensdo finita, f,g:[a,b] — F duas
aplicagdes continuas, ¢ € R e x € F. Tem-se entdo

[ rw+swa= [ rwas [ owa
/abcf(t)dt:c/abf(t)dt
/abxdt: (b—a)x,

a primeira igualdade podendo ser trivialmente generalizada, por indugdo, a
uma soma com um numero finito de parcelas e a segunda igualdade sendo
valida, mais geralmente, para ¢ € C, no caso em que F' é um espago vectorial
complexo.

1.9.5 Para cada 1 < j < p, seja F; um espacgo vectorial de dimensao finita e seja
fj:la,b] — F; uma aplicagdo continua. Sendo f:[a,b] — F1 X --- x F, a
aplicagdo continua definida por

f(t) = (fl(t)7~~~7fp(t)),

- (/abfl(t)dt,...,/abfp(t)dt)-

(comparar com o que se disse na demonstragdo de 1.5.8).

tem-se

1.9.6 Seja F' um espaco vectorial de dimensao finita, sobre o qual se considera
uma norma. Se f: [a,b] — F é uma aplicacdo continua, tem-se

b b
H/ f(t)dtllg/ £ (2] dt.

1.9.7 Se f, g: [a,b] — R sdo aplica¢des continuas tais que f(¢t) < g(t), para cada

t, entdo
b b
/f(t)dtg/ g(t) dt.

1.9.8 Sejam f: [a,b] — F uma aplicagdo continua e ¢ € [a, b]. Tem-se entdo

/f nat= [ s dt+/f
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Em particular, tem-se
/ ft)dt=0.

1.9.9 Sejam J C R um intervalo, F' um espago vectorial de dimensdo finita e
f:J — F uma aplicacdo continua. Ja se sabe o que é fab f (t) dt no caso em
que a < b sdo dois elementos de J, e generaliza-se esta defini¢do pondo, no

caso em que a > b,
b a
dt = — dt.
[ rwde=-[ rar

Verifica-se entdo, apds uma discussdo facil, que sdo validas, quaisquer que
sejam a, b, c € J, as igualdades

[ rwa=—["swa

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt.

[.9.10 Sejam J C R um intervalo aberto, F' um espago vectorial de dimensdo
finita e f:J — F uma aplicagdo continua. Seja a € J fixado e seja
f+J — F aaplicago integral indefinido, definida por

0= [ 16)as

Tem-se entfo que f ¢ diferenciavel em todos os pontos e ?l(t) = f(t).

1.9.11 (Férmula de Barrow) Sejam J C R um intervalo aberto, F' um espago
vectorial de dimensdo finita, f: J — F' uma aplicagdo continua e f:J — F

uma aplicagdo diferencidvel em todos os pontos e com ?l(t) = f(t), para
cadat € J. Tem-se entdo, para cada a,b € J,

/jwwﬁzﬂw—?m»

§10. Diferenciabilidade do integral paramétrico.

1.10.1 Sejam J C R um intervalo, F e F' espacos vectoriais de dimenséo finita,
A C E um conjunto arbitrario e f:J x A — F uma aplicagdo continua. Se
a,b € J, tem entdo lugar uma aplicagdo continua g: A — F (o integral para-
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métrico), definida por

b
g(x):/ f(t,z)dt.

Dem: Suponhamos ja que a < b e provemos a continuidade de g em zy € A.
Seja ¢ >0 arbitrario e fixemos & >0 tal que (b—a)d < 6. Pela
continuidade uniforme (no sentido forte) de f no compacto [a,b] X {z¢},
existe € > 0 tal que, sempre que ¢ € [a,b] e x € A verifica ||z — x| < e,
tem-se || f(¢,z) — f(t,z0)|| < &'. Sempre que = € A verifica ||z — x| < €
tem-se entdo

b
lg(@) — gz} < / 1f(t2) — ft,ao)|dt < &'(b—a) < 6. O

1.10.2 Mais geralmente, nas condi¢des anteriores, tem lugar, para cada a € J,
uma aplica¢do continua h:J x A — F' (misto de integral paramétrico e de
integral indefinido), definida por

h(t,z) = /atf(s,a:) ds.

Dem: Para provar a continuidade em (g, z() escrevemos
h(tvx) - h(t07x0) = h(t,l’) - h(t()v'r) + h(t07$) - h(to,l}o)

e reparamos que ||h(to,x) — h(to, xo)| pode ser controlado pelo resultado
precedente, com b = ¢y, € que podemos escolher M > 0 e ' > 0 tais que,
sempre que |s —ty| <&’ e |r—xo| <& se tenha ||f(s,z)|| < M, o que
implica que, se |t — tg| < &’ e |z — x| < &,
t
[h(t,z) = h(to,z)| = | [ f(s,2)ds|| < M|t —tol. U

to
[.10.3 Sejam os espagos vectoriais de dimensdo finita £ ¢ F, U C E um
conjunto aberto, J C R um intervalo, ) um aberto de R x E, contendo

J x U e f:Q — F uma aplicagio de classe C'. Paracadaa € J eb € J,
tem entdo lugar uma aplicagdo de classe C'! g: U — F, definida por

b
9(z) = / f(t,z) dt,

tendo-se, paracadax € U eu € F,

b b
Dg(u) 2/ Dy fit.2) () dt:/ D f(1.2)(0,u) dt.

Dem: Podemos ja supor que se tem a < b. Dado xy € U, a continuidade
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uniforme, no sentido forte, de D, f sobre o compacto [a,b] X {z¢} implica
que, dado 6 > 0, existe € > 0 tal que, sempre que ¢ € [a,b] ¢ ||z — x¢|| < e,
se tenha

| D2 fite) — Dafiranll < 6.

A férmula da média permite-nos deduzir que
lo(z) — g(ao) / D fitgr — 20) dt]| =
= / F(t2) = F(t20) — Dafinp( — o) ]| <

0 que mostra que g ¢ diferencidvel em x( e com a derivada dada na formula
do enunciado. Tendo em conta a propriedade 1.9.3, relativa a aplicagdo linear
de L(E;F) em F, que a « associa a(u), vemos que se pode escrever

também
b
Dy, = / Doy dt

pelo que o facto de Dg: U — L(E; F') ser continua é uma consequéncia de
I.10.1. O

1.10.4 Com as hipoteses anteriores, se a aplicagdo f for de classe C*, entdo a
aplicagio g é também de classe C* e

Dtg.(uy,...,u /D’“ 1y ((0,u1), ..., (0, uy)) dt.

Dem: Os casos k =0 e k =1 sdo ja conhecidos e o caso geral obtém-se
entdo por indugdo, reparando que, se f ¢ de classe C**1, D f é de classe C*
e portanto, a formula

b
ng(uk+1):/ D f(.2)(0, ugy1) dt

implica, tendo em conta 1.6.14, que Dg:U — L(E;F) é de classe C*, ou
seja, g é de classe C**!, e que

D**ga(us, ..., upsr) = DY (Dg)a(ur, ..., up)(ups1) =
= D"(Dg(urs))o(ur, ..., u) =

b
:/ DH(DF (0, 1)) ey ((0,01), .., (0, ) dit =

b
_ / Dy ((0,u1),s - (0, ) dt O
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1.10.5 Mais geralmente, se o intervalo J € aberto e f:J x U — F' ¢ de classe

Ex

Ex

Ex

C*, tem lugar uma aplicagdo de classe C* h: J x U — F, definida por
h(t,x) = /tf(s,a:) ds.
a
Tem-se além disso, no caso em que k& > 1,
Dh ) (c,u) = cf(t,x) + /: Do f(s.0)(u) ds.

Dem: A demonstragdo faz-se por inducdo em k, determinando-se as deriva-
das parciais relativamente as duas variaveis e aplicando 1.7.4 e os resultados

ja demonstrados nesta secgao. O
EXERCICIOS
I.1 Sejam E e F espacos euclidianos ou hermitianos, A\: £ — F' uma

aplicacdo linear e A*: ' — F a respectiva adjunta.

a) Mostrar que o nucleo ker()\) de A é o complementar ortogonal da imagem
A*(F) de A\*, e que a imagem A(E) de A é o complementar ortogonal do
nucleo ker(\*) de \*.

b) Deduzir de a) que A\* é sobrejectiva se, ¢ sO se, A € injectiva e que A\* ¢
injectiva se, e so se, A € sobrejectiva.

.2 Sejam E e F' espacos euclidianos ou hermitianos e A\: £ — F' um
isomorfismo. Mostrar que a aplica¢do linear adjunta A\*: ' — E é também
um isomorfismo e que (A\*)~! = (A71)*.

1.3 Sejam E e F' espagos vectoriais complexos, com estruturas complexas J
e J', respectivamente.

a) Mostrar que a estrutura complexa 7 de Ly(E; F), associada a estrutura de
espago vectorial complexo que se considera usualmente neste espaco (cf.
1.1.3), esta definida por J(\) = J' o \.

b) Mostrar que se pode definir outra estrutura complexa .JJ em Ly (E; F) por
J(X\) = X o J e que esta estrutura é, em geral, distinta da anterior. O que ser4
o produto de um complexo ¢ por A € Lg(F; F) na estrutura de espago
vectorial complexo associada a J ?

¢) Mostrar que Lg(F; F') é soma directa dos subespagos vectoriais comple-
xos (para qualquer das duas estruturas complexas JeJ ) Lc(E;F) e
L¢ (E; F) e que as projecgdes 7 e o associadas a soma directa

Lr(E;F) = Le(E; F) @ Le(E; F)

estdo definidas por
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A—J oXolJ At+J oXolJ
m(A) = — 5 ma(A) = —

Mostrar ainda que as estruturas complexas induzidas por JelJem L¢(E F)
coincidem e as induzidas em L¢(E; F') sdo simétricas uma da outra.

d) Nas condigdes de c), e supondo que E e F' estdo munidos de produtos
internos complexos e que consideramos em Lg(FE;F) o produto interno
complexo referido na alinea a) de 1.3.5, mostrar que as parcelas directas de
Lg(FE; F) referidas em c) sdo mutuamente ortogonais, em particular cada
uma é o complementar ortogonal da outra e 7; e 7 sdo as projec¢des ortogo-
nais sobre cada uma das parcelas.

1.4 Mostrar que, se £ é um espago vectorial complexo, com estrutura
complexa .J, munido de um produto interno real (, )g, ndo obrigatoriamente
hermitiano, entdo F admite um produto interno real hermitiano (, )i, defi-
nido por

(a divisao por 2 nao ¢é essencial; que interesse podera ter?).

I.5 Sejam E e F' espagos vectoriais complexos, com estruturas complexas J
e J', respectivamente, ¢ G um espago vectorial sobre K (igual a R ou C).
Diz-se que uma aplicagdo bilinear real £&: E x F' — G é circular (respectiva-
mente anticircular) se se tem &(J(u),v) = &(u, J'(v)) (respectivamente
&(J (u),v) = —&(u, J'(v))), quaisquer que sejamu € Eev € F.

a) Mostrar que & ¢ circular (respectivamente anticircular) se, e so se, quais-
quer que sejam u € E e v € F, se tem &(J (u), J'(v)) = —&(u,v) (respecti-
vamente £(J (u), J'(v)) = &(u, v)). Mostrar ainda que os produtos internos
reais hermiticos sdo anticirculares e que, no caso em que K = C, as aplica-
¢Oes bilineares complexas sdo circulares e as aplicagdes sesquilineares sdo
anticirculares.

b) Notemos Lg(F,F;G) e Lr_(F, F; G) os subespagos vectoriais (sobre
K) de Lr(F, F; G) constituidos, respectivamente, pelas aplicagdes bilineares
circulares e pelas anticirculares. Mostrar que tem lugar a soma directa

LR(EvFvG) :LR+(E7F5G)®L]R—(E7F7G)

e que as projecgdes 7 € 7o associadas a esta soma directa estdo definidas
respectivamente por

E—¢Co(J xJ)
B

_E+Eo(Ix )

() = F———m—.

m(§) = 5

¢) No caso em que K = C, Mostrar que tem lugar a soma directa de subes-
pacos vectoriais complexos
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determinando as projecgdes associadas a esta soma directa, € mostrar que se
tem

Lri (B, F;G) = Le(EB, F;G) & Le(E, F; G),
L]R*(EaF;G) = LC<E>F; G)@LC(Equ G)

Ex 1.6 Sejam E um espago euclidiano ou hermitiano ¢ A: £ — E um isomor-
fismo ortogonal. Mostrar que |det(\)| = 1. Sugestdo: Partir da identidade
A o A = Idg e ter em conta 1.2.28.

Ex 1.7 Sejam E e F espagos vectoriais reais ou complexos com dimensdes m e
n, respectivamente, munidos de produtos internos.
a) Mostrar que, se A\: E — F' é uma aplicagdo linear injectiva, entdo
A*o At E — E ¢ uma aplicacdo linear injectiva, e portanto um isomorfismo.
b) Mostrar que, se \: E — F é uma aplicacdo linear injectiva entio a
projecgdo ortogonal (g, de I sobre A(£), ¢ dada por

TaE) = Ao (Ao A)toar

Sugestio: Verificar que o segundo membro é uma aplicagdo linear F' — F
autoadjunta, idempotente ¢ com imagem A(E).

¢) Se \: E — F' ¢é uma aplicag@o linear ortogonal, mostrar que a projeccdo
ortogonal de F sobre A(F) é A o \*.

Ex 1.8 Sejam E e F' espacos vectoriais, reais ou complexos, de dimensao finita,
munidos de produtos internos, e A\: E — F uma aplicag¢do linear. Mostrar
que sdo equivalentes as propriedades seguintes:

a) A ¢ uma aplicagdo linear conforme;
b) [z = llyll = IA(x) [l = [IA@);
©) (x,y> =0= <)‘(I)7 A(y)> = 0.

Mostrar ainda que, no caso em que 0s espagos vectoriais sdo reais, se A £ 0 é
conforme entdo A ndo sé conserva a prependicularidade de vectores como
conserva mesmo o angulo de pares de vectores ndo nulos (lembrar que o
angulo dos vectores ndo nulos = e y é o valor « € [0, 7] definido pela
igualdade cos(o) = %)

Sugestiio: Pode afastar-se o caso trivial em que F = {0}. Supondo b), tomar
para ¢ o valor ||A(z)]||, sempre que ||z|| = 1. Supondo c), considerar uma
base ortonormada 1, ...,x, de E e, para j # k, utilizar o facto de x; + =1 e
xj — x serem ortogonais para deduzir que A(x;) e A(xy) tém a mesma

norma.

Ex 1.9 Sejam F e F espagos vectoriais reais ou complexos com dimensdes m e
n, respectivamente, munidos de produtos internos. Diremos que uma
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aplicagdo linear \: E — F' ¢ coortogonal se se tem \ o \* = Idp (comparar
com 1.2.30).

a) Mostrar que uma aplicagdo linear coortogonal ¢ sempre sobrejectiva.

b) Mostrar que, se m = n, uma aplicaggo linear é coortogonal se, e sO se, ¢
ortogonal.

¢) Mostrar que \: E — F' ¢ coortogonal se, e sO se, a restricdo de \ a
ker(A)* € um isomorfismo ortogonal de ker(\)* sobre F.

d) Mostrar que, se A\: £ — F' ¢ uma aplicagdo linear coortogonal, entdo a
projecgdo ortogonal de E sobre ker(\) é Idgy — A* o .

Sugestio: Lembrar que, se \: F — F ¢é uma aplicagdo linear, entdo
A (F) = ker(A\)* e ker(\*) = A(E)*.

1.10 Seja E' um espago vectorial de dimenséo n sobre K, munido de produto
interno.

a) Mostrar que o espago vectorial L(E; E) é soma directa dos subespagos
vectoriais reais L., (E; FE) e L_,(FE;E) (cf. 1.2.25) e verificar que as
projeccdes 7. e w_ associadas a esta soma directa estdo definidas por

A+ A=A\
() = 5 () = 5

b) Consideremos em L(F;E) o produto interno de Hilbert-Schmidt, se
K=R, e o produto interno real associado ao produto interno de
Hilbert-Schmidt, se K = C. Mostrar que os subespacos L. (E;FE) e
L_..(E; E) sdo mutuamente ortogonais e que, consequentemente, cada um ¢
o complementar ortogonal do outro e 7, e 7_ sdo as projecgdes ortogonais
sobre cada um deles.

¢) Mostrar que, se K=R, L, (F;E) tem dimensdo @ e que
L_,.(E; E) tem dimensdo @ Sugestio: Fixar uma base para E e racio-
cinar em termos das matrizes nesta base.

d) No caso em que K = C, mostrar que tem lugar um isomorfismo real de
L..(E; E) sobre L_,,(E; E), que a cada \ associa i, e deduzir dai que a
dimensao real de cada um daqueles subespagos é n?.

e) Obter de modo alternativo a conclusdo sobre a dimensao real dos subes-
pacos Luq(E; E) e L_qq(E; E) pelo exame do que se passa com as matrizes
dos respectivos elementos numa base ortonormada complexa de E.

f) Suponhamos que K =C e que consideramos em L(E;FE) o produto
interno de Hilbert-Schmidt complexo. Mostrar que, se A, o estdo ambos em
L..(E; E) ou ambos em L_,,(F; E), entdo (A, ) é um niimero real e que,
se A\ € Lyo(E;E) e p € Ly (E; E), entdo (), i) é imaginario puro!”.

I.11 Sejam E e F' espagos euclidianos ou hermitianos, com dimensodes m € n,
respectivamente, e notemos ||| a norma de L(E;F) definida em 1.1.8, a
partir das normas de E e F' associadas aos respectivos produtos internos, e

17Esta tiltima afirmacfo resulta também do que ja foi feito na alinea b).
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Illzrs @ norma de L(E; F') associada ao produto interno de Hilbert-Schmidt.
Mostrar que se tem, para cada A € L(E; F), ||[A|| < [|Allas < /m||A]l-

[.12 Generalizar os produtos internos de Hilbert-Schmidt dos espacos de
aplicagdes lineares aos espacos de aplicagdes multilineares do seguinte

modo: Sejam E,..., E,, F' espagos vectoriais de dimensdo finita sobre K
(igual a R ou C), munidos de produto interno. Mostrar que existe um, € um
$0, produto interno sobre L(E1,..., E,; F) tal que, quaisquer que sejam as
bases ortonormadas wy 1, ..., Wi, dos By (1 < k < p), se tenha
M) =" A,y wp), Wiy, 5 wp5)
1<ii<my
1<jp<ny

(o produto interno de Hilbert-Schmidf). Reparar que a alinea a) de 1.3.5 se
generaliza naturalmente a este quadro e adaptar o enunciado da alinea b) do
mesmo resultado. Sugestao: Fazer a demonstragdo por inducdo em p, repa-
rando que tem lugar um isomorfismo natural

L(El,L(EQ,,Ep,F)) —>L(E1,E2,...,Ep; ),
que pode ser usado para transportar um produto interno no primeiro espago.

[.13 Sejam E e F' espacos vectoriais de dimensdes m e n sobre K, munidos
de produto interno, e A, u: £ — F' duas aplicagdes lineares. Mostrar que o
produto interno de Hilbert-Schmidt (A, i) € dado por (A, u) = Tr(u* o A).

[.14 (Isomorfismos ortogonais na dimensdo 1) Seja E um espaco
euclidiano ou hermitiano de dimenséo 1. Mostrar que, para cada a € K, com
la] =1, tem lugar um isomorfismo ortogonal &,: F — FE definido por
&, (z) = ax e que todo o isomorfismo ortogonal &: E — E é da forma &,,
para um Unico a naquelas condi¢des (em particular, no caso em que K = R,
existem dois, e s6 dois isomorfismos ortogonais £ — FE, nomeadamente Idg
e —Idg, o primeiro conservando e o segundo invertendo as orientagdes).

I.15 (Isomorfismos ortogonais na dimensdo 2) Seja E um espaco
euclidiano de dimensdo 2. Seja J uma das duas estruturas complexas de F
compativeis com o produto interno (cf. 1.4.24). Consideremos, como
auxiliares, em E a estrutura de espago vectorial complexo de dimensdo 1
definida por J e o produto interno complexo cujo produto interno real
associado ¢ o dado.

a) Seja & E — E um isomorfismo ortogonal que conserve (respectivamente
inverta) as orientacdes. Mostrar que £ ¢ uma aplica¢do linear complexa
(respectivamente ¢ antilinear) e lembrar que, no primeiro caso, £ ¢ também
um isomorfismo ortogonal relativamente ao produto interno complexo
correspondente.

b) Para cada t € R, seja p;: E — E o isomorfismo ortogonal, conservando as
orientagdes, definido por
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pi(x) = e & = cos(t) x + sin(t) J (x)

(nas notagdes do exercicio precedente, trata-se do isomorfismo ortogonal
complexo &,, onde a é o complexo e’ = cos(t) + isin(t), de modulo 1).
Mostrar que, se &: E — E ¢ um isomorfismo ortogonal (real), que conseva as
orientacdes, entdo £ é da forma &, para algum ¢ € R (£ € a rotagdo de angulo
t para a orientacdo determinada por J). Concluir que o conjunto
O, (FE) = SO(F) dos isomorfismos ortogonais £&: E — E que conservam as
orientagdes ¢ um grupo isomorfo ao grupo multiplicativo dos complexos de
modulo 1, em particular é comutativo.

¢) Para cada subespago vectorial F' C E, de dimensdo 1, mostrar que existe
uma unica aplicagdo linear r: E — FE tal que £(x) = x, paracadax € F, e
&(x) = —x, para cada x € F'* (a simetria relativamente a F) e que & é um
isomorfismo ortogonal invertendo as orientagdes. Mostrar que, se &: F — E
¢ um isomorfismo ortogonal que inverte as orienta¢des, entdo £ ¢ da forma
&p, para algum subespago vectorial F' C F, de dimensdo 1, em particular
£o&=1dp. Sugestio: Mostrar que, para cada z € FE, £(&(z)) =,
escrevendo £(x) = cx, com ¢ € C e |¢| = 1, e aplicando a conclusdo de a).
Partindo de z € E'\ {0} arbitrario, considerar os subespagos ortogonais
gerados por z e por J(z), se {(x) = *x e, caso contrario, os gerados por
x + &(z) e por z — &(x).

1.16 (Subespacos vectoriais invariantes por uma aplicac¢ao linear) Se I ¢
um espago vectorial, real ou complexo, e £: E — E ¢ uma aplicagédo linear,
diz-se que um subespaco vectorial F' C E €& E-invariante se se tem
&(F) CF.

a) Mostrar que um vector ndo nulo z € E é um vector proprio de £ se, e s
se, o subespago vectorial gerado por x é £-invariante e que, em consequéncia,
& admite um valor proprio se, e s6 se, £/ admite um subespaco vectorial
invariante de dimensao 1.

b) Lembrar que, como consequéncia do teorema fundamental da Algebra,
toda a matriz do tipo n X n (n > 1) com entradas reais ou complexas admite
pelo menos um valor proprio complexo. Deduzir que, se £ é um espago
vectorial complexo, com dimensdo n > 1, e £&: E — E ¢ uma aplicacdo linear
complexa, entdo existe um subespaco vectorial {-invariante F' C E com
dimenséo 1.

¢) Seja E' um espago vectorial real de dimensdon > 1 e seja &: E — F uma
aplicagdo linear real. Mostrar que E admite um subespago vectorial £-inva-
riante com dimensdo n — 1 oun — 2 e deduzir, por indugdo, que £ admite um
subespaco ¢-invariante de dimensdo 1 ou 2. Sugestdo: Reparar que
Lg(E;C) é um espago vectorial complexo de dimensdo n e que tem lugar
uma aplicagdo linear complexa Lg(E;C) — Lg(FE;C), u— po&. Sendo
1o # 0 em Ly (E; C) um vector proprio desta aplicagdo linear, verificar que
F = ker(p) verifica a propriedade pedida.

d) Sejam E um espago euclidiano ou hermitiano e £: F — F uma aplicagdo
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linear ortogonal ou autoadjunta ou antiautoadjunta. Mostrar que, se ' C E ¢
&-invariante, entdo F'- é também &-invariante.

[.17 (U (F) é conexo) Seja E um espaco vectorial complexo de dimenséo n,
munido de um produto interno e seja U(F) o conjunto dos isomorfismos
ortogonais!'® ¢&: £ — E.

a) Utilizar as alineas b) ¢ d) do exercicio precedente para mostrar que, se
¢ e U(E), E é soma directa ortogonal de subespagos vectoriais &-invariantes
de dimensdo 1, e portanto existe uma base ortonormada x,...,xz, de E e
ai,...,a, € C, com|a;| = 1 tais que {(z;) = a;z;.

b) Notemos S* C C o conjunto dos complexos de médulo 1, que sabemos
ser conexo. Mostrar que, para cada base ortonormada z1,...,x, de E, tem
lugar uma aplicagio continua (alids, mesmo suave) V:(S1)" — U(E),
definida pela condigdo de ¥(ay,...,a,) ser o isomorfismo ortogonal que
aplica z; em a;x, e que U (F) ¢ a unido das imagens destas aplicagdes.

¢) Concluir de b) que U (FE) é conexo. Utilizar a mesma alinea para mostrar
que, para cada £ € U(F), existe uma aplicagdo continua (alids, mesmo
suave) ¥:R — U(F) tal que ¢(0) = Idg e (1) = £ Concluir, a partir
daqui, que, dados £, € U(FE), existe uma aplica¢do continua (alids, mesmo
suave) ¥:R — U(E) tal que ¢(0) =& e (1) =n (U(E) é conexo por
arcos). Sugestdo: Comecar por considerar ¢y com y(0) =Idp e
Po(1) =& o,

d) Sendo V,,(E) C E™ o conjunto das bases ortonormadas de F, concluir de
¢) que V,,(E) é conexo, alids € mesmo conexo por arcos.

1.18 (SO(F) é conexo) Seja E um espago vectorial real de dimensdo n,
munido de um produto interno ¢ seja O(E) o conjunto dos isomorfismos
ortogonais &: £ — F, O4(E) = SO(E) o conjunto dos isomorfismos orto-
gonais que conservam as orientagdes ¢ O_(F) o conjunto dos isomorfismos
ortogonais que invertem as orientagdes.

a) Reparar que, tendo em conta o exercicio 1.6, O, (FE) é o conjunto dos
isomorfismos ortogonais &: E — F com det(§) =1 e O_(F) € o conjunto
dos isomorfismos ortogonais : E — E com det(§) = —1 e concluir, tendo
em conta a continuidade da aplicagio det: L(F;E) — R, que O, (E) e
O_(F) séo abertos em O(F).

b) Seja £ € O(E) que ndo admita nenhum valor proprio. Mostrar que E é
soma directa ortogonal de subespacos vectoriais {-invariantes de dimensdo 2
(em particular n ¢é par) e que £ € O, (F). Sugestiio: Raciocinar por indugéo,
tendo em conta as alineas c) e d) do exercicio .16, a alinea c) do exercicio
[L15el3.11.

¢) Seja £ € O, (F). Mostrar que E é soma directa ortogonal de subespagos
vectoriais {-invariantes £ = E,. © E_ @ Ey tais que {;p, = Idg,, g =
—Idg_ e §p,: By — Ey ndo admite valor proprio e que entdo E_ tem

18Também chamados unitarios.
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dimensao par.

d) Nas condigdes de ¢), mostrar que £’ = E_ & Ej é soma directa ortogonal
de uma familia de subespagos vectoriais &-invariantes F; com dimensdo 2
tais que cada {/, conserve as orientagdes e concluir que E’ admite uma
estrutura complexa J, compativel com o produto interno, relativamente a
qual &g é C-linear (e portanto &,z € U(E')). Sugestio: Fixar em cada F)
uma das duas estruturas complexas compativeis e tomar para J a soma
directa destas estruturas complexas.

e) Utilizar a alinea c) do exercicio precedente para concluir que, para cada
£ € SO(F) = O4+(F), existe uma aplicagdo continua (alids, mesmo suave)
UV:R — O, (F) tal que ¥(0) = Idg e ¥(1) = £. Concluir daqui que, dados
&,ne€OL(E) (respectivamente &,n € O_(F)), existe uma aplicagdo
continua (alids, mesmo suave) ¢:R — O (F) (respectivamente
P:R — O_(E)) tal que ¥(0)=¢ e (1) =n. Concluir que OL(E) e
O_(F) séo conexos por arcos, em particular conexos e que, portanto, salvo
no caso trivial em que E = {0}, O,(F) e O_(FE) sdo as componentes
conexas de F.

f) Fixada uma orientagdo em FE, mostrar que o conjunto V,,(E) das bases
ortonormadas de F ¢ a unido dos subconjuntos V. (F) e V,,_(E), constitui-
dos respectivamente pelas bases ortonormadas directas e pelas bases ortonor-
madas retrgradas, que sdo abertos em V,,(E) e ambos conexos por arcos, em
particular conexos. Deduzir que, salvo no caso trivial em que E = {0},
Vot (E) e V,,_(F) sdo as componentes conexas de V,,(E).

[.19 Se E ¢ um espago vectorial complexo de dimensdo n, que relacdo
existira entre a orientagdo associada de F e a associada ao espaco vectorial
conjugado E?

1.20 Seja &: E x E — F uma aplicagdo bilinear. Seja f: E — F a aplicagdo
definida por f(z) = &(z,x). Mostrar que f ¢é diferenciavel em todos os
pontos e que

Df,(w) = &(z,w) 4+ &(w, x).

[.21 Sejam J C R um intervalo aberto, £ um espago vectorial de dimensdo
finita e ®:J — L(E;FE) e f:J — E duas aplicagdes diferenciaveis em
ty € J. Mostrar que ¢é diferenciavel em ¢, a aplicagdo ¢g: J — E definida por
g(t) = ®(t)(f(t)) e calcular ¢'(to).

1.22 Seja E um espaco vectorial real de dimensdo finita, munido de um
produto interno. Mostrar que é de classe C™ a aplicagdo h: F \ {0} — R
definida por h(z) = ||z|| (a norma associada ao produto interno) e calcular
Dh,(w).

[.23 Sejam E e F' espacos vectoriais de dimensdo finita. Diz-se que uma
aplicacdo f: E — F € positivamente n-homogénea (onde n >0 é um
inteiro) se, para cada x € E et > 0, tem-se
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f(tz) =" f(x).

a) Mostrar que, se n > 1 e se f: £ — F ¢ uma aplicagdo de classe C*
positivamente n-homogénea, entdo a aplicagio Df: E — L(FE; F) ¢ positi-
vamente (n — 1)-homogénea.

b) Mostrar que, se n > 1 e se f: E — F ¢ uma aplicacio de classe C*
positivamente n-homogénea, entdo

Df.(z) = nf(z).

¢) Mostrar que, se f: E — F é de classe C° e positivamente 0-homogénea,
entdo f é constante.

d) Mostrar que, se f: E — F ¢ de classe C'! e positivamente 1-homogénea,
entdo f ¢ uma aplicagdo linear.

Ex 1.24 Sejam J C R um aberto, F' um espago vectorial de dimensao finita e
f:J — F uma aplicagdo de classe C*.
a) Mostrar que, para cada 0 < j < k, a aplicagdo f:.J — F ¢é de classe
Ch=ie fFI) — b,
b) Mostrar que, se a aplicagio f*) ¢ de classe C/, entdo f é de classe C*+7.

Ex 1.25 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensao finita, U C E um aberto e
f:U — F uma aplicacio de classe C**'. Dados ws, ..., w11 € E, mostrar
que a aplicagdo g: U — F', definida por

g(x) = DF fo(wa, ..., wit1),
¢ de classe C'! e que se tem
Dgl(wl) = Dk+1f1‘(wlvw2a ceey 7wk’+l)-

Nota: Este resultado constitui normalmente um dos processos mais simples
de calcular derivadas de ordem superior.

Ex 1.26 Sejam E, F' e GG espacos vectoriais de dimensdo finitae &: E X F — G
uma aplicagdo bilinear. Calcular D2§<w;y).

Ex1.27 Seja &: E x F' x G — H uma aplicagdo trilinear. Calcular D3§(w,y,z).

Ex 1.28 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensdo finita.
Mostrar que, se f:E — F é uma aplicagdo de classe C? positivamente
2-homogénea, entdo existe uma aplicagdo bilinear {: E' x E — F' tal que se
tenha f(x) = &(z,x) (comparar com as alineas c) e d) do exercicio 1.23).
Sugestiio: Utilizar as alineas a), b) e d) do exercicio .23 e definir {(z,y) =

Ex .29 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita e f: £ — F' uma
aplicagdo de classe C''. Mostrar que é de classe C' a aplicagio g: E — F
definida por
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o(z) = / f(t) dt

e obter uma férmula para Dg,(w).

Ex 1.30 Supondo conhecida uma versdo de 1.8.1 que garantisse a diferenciabili-
dade da aplicacdo ¢ mas nada dissesse sobre a respectiva derivada, obter esta
ultima por derivagdo de ambos os membros da identidade ®(§) o & = Idp.
Obter também uma formula para D*®¢(n, ).

Ex .31 Seja E um espago euclidiano e seja f: E — E a aplicag@o definida por
f(x) = (x,z)x. Determinar D?f,(x,z). Aten¢do: Este exercicio, com o seu
aspecto inocente, pode conter uma casca de banana. Determinar, mais geral-
mente, D? f,.(u,v), substituir no resultado u € v por x e, no caso do resultado
obtido ndo coincidir com a primeira resposta, tentar descobrir qual o erro que
foi feito.

Ex 1.32 Sejam FE, F' e G espagos vectoriais de dimenséo finita, 2 C E X F' um
aberto e f: ) — G uma aplicagiio de classe C**!, onde k > 0. Sejam U um
aberto de F, zg € G ¢ g:U — F uma aplicacdo continua tal que, para cada
x €U, (z,9(x)) € Q, f(z,9(x)) = 20 ¢ Dafs(z,g9(x)) € L(F;G) seja um
isomorfismo. Mostrar que g é entio uma aplicagdo de classe C*+1.

Ex 1.33 Nas hipoteses do exercicio anterior, utilizar a identidade f(z, g(z)) = 2o
para obter directamente a seguinte féormula para a derivada de g:

Dg, = —(Da fxg(2)) ™" © D1 iz g(a))-

Ex 1.34 Sejam os espagos vectoriais de dimensdo finita £, F' e GG, os abertos
UCE eV CF e as aplicagdes de classe C? f:U -V e ¢V — G.
Mostrar que

D2(9 o f)a(u,v) = DQQf(x)(Dfx(U)a Df.(v)) + Dgf(z)(DQfm(u’ v)).
No caso em que f e g sdo de classe C°, obter uma férmula analoga para
D*(go f)u(u,v,w).

Ex 1.35 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensao finita, U C E um aberto e
f:U — F uma aplicagio de classe C2. Mostrar que, quaisquer que sejam
reUeu,v€EE,

flz+tutto) - flz+tu) - f(z+10) + f(z)
t2

2 T
D?f.(u,v) = 215%

Ex 1.36 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita e ¥: L?(E; E) x E —
E a aplicagdo definida por ¥ (¢, x) = &(x, x). Mostrar que ¥ ¢ de classe C*
e calcular DV ¢ (1, u).
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Ex 1.37 Se F é um espago vectorial de dimensao finita, diz-se que uma aplicagio
bilinear {: E x E — R ¢é definida positiva se, para cada * #0 em FE,
&(z,z) > 0. Mostrar que o subconjunto L2 (E;R) de L?*(E;R), constituido
pelas aplicagdes bilineares definidas positivas, ¢ aberto em L?(E; R).
Sugestio: Fixando uma norma em FE e considerando o subconjunto
compacto de E, S = {z € E | ||z|| = 1}, tomar, para cada £ € L% (E;R), o
minimo estritamente positivo de &(z, z) parax € S.

Ex 1.38 Sejam F um espago vectorial de dimensdo finita, U C E um aberto e
f:U — R uma aplicagio de classe C2. Seja zy € U tal que Df,, = 0 e que
D?f,, € L*(E;R) seja definida positiva. Mostrar que f admite no ponto z
um minimo local estrito, isto é, que existe um aberto U’, com zq € U’ C U,
tal que, para cada x € U’ \ {xg}, se tenha f(x) > f(x().Sugestdo: Fixar
uma norma em E e considerar r > 0 tal que, sempre que ||z — zo|| < r, se
tenha = € U e D f, definida positiva; mostrar que, dado = € U, para o qual
0<||lx—xo|| <r, a aplicagdo ¢:[0,1] = R, g¢(t) = f(xo+ t(x — o)),
verifica g(0) = f(x¢), g(1) = f(x), ¢'(0) = 0e g"(t) > 0, para cada t.

Ex 1.39 Seja K um dos corpos R ou C, notemos M,,(K) o espago vectorial de
dimensao n?, constituido pelas matrizes de elementos de K com n linhas e n
colunas, e seja GL(n,K) o subconjunto de M, (K) constituido pelas
matrizes invertiveis. Notemos I a matriz identidade de M,,(K).

a) Mostrar que GL(n, K) € aberto em M,,(K) e que tem lugar uma aplica¢do
de classe C*, U: GL(n,K) — M,,(K), definida por ¥(X) = X'. Mostrar
ainda que

DUy(A)=-X"'"xAx X1,

em particular, na matriz identidade I, DU ;(A) = — A. Reparar que, no caso
em que K = C, a aplicagdo U é mesmo holomorfa. Sugestio: Trata-se de
uma consequéncia imediata de 1.8.1, considerando o isomorfismo canoénico
de M,,(K) sobre L(K";K"). Alternativamente, considerar a caracterizagdo
das matrizes invertiveis a partir do determinante, assim como a férmula
explicita de cada elemento da matriz inversa como quociente de dois
determinantes, usando a identidade U (X) x X = I para calcular a derivada.
b) Mostrar que tem lugar a seguinte formula, para a derivada de segunda
ordem de ¥ na matriz identidade:

D?W;(A,B)=Bx A+ Ax B.

Ex 1.40 Nas condi¢des do exercicio anterior, notemos, para cada X € M, (K),
det(X) o determinante da matriz X e Tr(X) o seu trago (soma dos elementos
diagonal principal). Mostrar que a aplicagdo det: M,,(K) — K é de classe
C*°, sendo mesmo holomorfa no caso em que K = C. Mostrar que, na matriz
identidade I, a sua derivada ¢ dada por

Ddet;(A) = Tr(A).
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Sugestio: Considerar a formula explicita para o determinante como soma de
n! parcelas. Alternativamente, reduzir este resultado, por isomorfismo, ao
correspondente resultado sobre L(E; E).

Ex 1.41 Seja FE um espaco vectorial de dimensdo n sobre o corpo K, igual a R ou
C, e lembremos que, como se viu em [.7.9, a aplicacdo determinante
det: L(E; E) — K é suave e verifica D detq, () = Tr(a).

a) Mostrar que, sendo L;,,(E; E) o aberto de L(F; E) cujos elementos sdo
os isomorfismos, tem-se, mais geralmente, para cada & € L;s,(E; E),

Ddete(a) = Tr(avo &) det(€).

Sugestio: Fixado ¢, atender a que, para cada n € L(E; E), se tem det(n) =
det(no £ 1)det(¢), derivando em seguida ambos os membros desta
identidade como fung¢des de 7, no elemento &.

b) Deduzir a seguinte formula para a derivada de segunda ordem de det na
aplicacdo linear identidade:

D?detyq,.(a, B) = Tr(B) Tr(a) — Tr(B o ).

Ex 1.42 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensao finita, U um aberto de E' e
xp € U e suponhamos que U ¢ convexo ou, mais geralmente, estrelado rela-
tivamente a x. Seja f: U — F uma aplicacdo de classe C'*°.

a) Verificar que existe uma aplicagéo de classe C*°, A = (\;)zev, de U em
L(E; F) tal que, para cada x € U,

f(@) = f(x0) + Aa(x — o)

e que se tem entdo necessariamente A\, = D f,,.
Sugestio: Definir A\, = fol D fy14(2—a,) dt, reparando que, para cada x € U,
tem-se, para ¢(t) = f(xg + t(z — o)),

(@) — Fa0) = p(1) — p(0) = / S (t) dt.

b) Deduzir de a) que existe uma aplicagdo de classe C*°, y = (pz)zev, de U
em L(E, F; F), com cada p, simétrica, tal que, para cada z € U,

f(l') = f(J:U) + Dfm(](z - :1:0) + .ul(x — Zo, T — I'())
e que se tem entdo necessariamente i, = 3 D f,,.

Sugestiio: Partindo de 1/, ndo necessariamente simétrica, tomar

a1, 0) = 3 (0, 0) + 4 (0,0).



CAPITULO 1I
Vectores Tangentes e Variedades

§1. Espaco vectorial tangente a um conjunto num ponto.

II.1.1 Sejam E um espago vectorial real de dimensdo finita, A C £ um
subconjunto arbitrario e xy € A. Utilizando a defini¢do de Bouligand ([3]),
vamos chamar cone tangente (ou contingente) de A em 1z, ao conjunto
t,,(A) dos vectores w € E para os quais existe uma sucessdo de elementos
T, € A, com x, — xy, € uma sucessdo de numeros reais ¢, > 0 tais que
to(T, — xy) — w e cone tangente alargado (ou paratingente) de A em x ao
conjunto t} (A) dos vectores w € E para os quais existem sucessdes de
elementos z,, e y, de A, ambas convergentes para x;, € uma sucessdo de
numeros reais ¢, > 0, tais que ¢, (z, — y,) — w.

Repare-se que se tem sempre t,,(A) C t; (A), uma vez que se pode tomar
para (y,) a sucessdo com todos os termos iguais a x.

Vamos notar T, (A) o subespago vectorial de E gerado por t} (A),
subespaco a que daremos o nome de espago vectorial tangente a A no ponto
xo. Aos elementos de T, (A) daremos o nome de vectores tangentes a A no
ponto .

I1.1.2 (As nogdes siao locais) Suponhamos que A e B sdo subconjuntos do
espago vectorial £, de dimensdo finita, que o € AN B e que os conjuntos
A e B coincidem na vizinhan¢a de x, no sentido que existe uma vizinhanga
V de xyp em E tal que ANV = BNV ; verifica-se entdo trivialmente que
ty, (A4) = t,,(B), t;ﬂ(A) = tz](B), e portanto também 7, (A) = T, (B).
Como consequéncia do que acabamos de dizer, vemos que, se zp € A C E' e
se A’ C A é uma vizinhanca de xzy em A, entio A ¢ A’ coincidem na
vizinhanga de zj (tem-se A’ = ANV, para uma certa vizinhanga V' de x
em E) e portanto t, (A") = t,,(A), t} (A") =t (A) e Ty, (A") = Ty, (A).

> "Xo

I1.1.3 Sejam F um espago vectorial de dimensdo finita e 2o € A C B C E.
Verifica-se entdo trivialmente que t,,(A) C t,(B) e t} (A) Ct} (B), e
portanto também T, (A) C T, (B).

I1.1.4 As nog¢des anteriores também ndo dependem do espago vectorial ambiente,
no sentido seguinte: Suponhamos que E é um espaco vectorial de dimensdo
finita, que 9o € A C E e que E’ é um subespago vectorial de E tal que
A C E'. Tem-se entdo que os conjuntos t, (A), tf (A) e T (A) sdo os
mesmos, quer se considere A como parte de £ ou como parte de E’. Para
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justificar esta afirmacdo basta relembrarmos a definicdo, tendo presente o
facto de todo o subespago vectorial de E ser um subconjunto fechado de E.

I1.1.5 Podemos apresentar as seguintes caracterizagdes equivalentes de t,,(A) e
t;)(A), que, nalguns casos, é importante utilizar:

Seja EZ um espaco vectorial de dimensdo finita, sobre o qual se considera

uma das suas normas, e seja xy € A C F. Para cada w € F, tem-se entdo:

a) w € t,,(A4) se, e s se, quaisquer que sejam 6 > 0ee > 0, existex € A e

t>0com ||z — x| < delt(x—x) —w| <e.

b) w € t} (A) se, e 56 se, quaisquer que sejam ¢ > 0 e e > 0, existe z,y € A

et >0com ||z — x| <6, ||ly—zo|]| <be|t(x—y)—w|<e.

Dem: Uma vez que as demonstragdes sdo muito semelhantes, apresentamos

apenas a de b). Supondo que w € t;, (A), podemos considerar as sucessdes

de elementos x,,y, € A et, > 0, nas condi¢gdes da defini¢do, ¢ entdo, dados

6 >0ee >0, basta tomar z = x,,, y =y, ¢ t = t,, para n suficientemente

grande, para se verificar a condigdo do enunciado. Suponhamos, reciproca-

mente, verificada a condi¢do do enunciado. Para cada n escolhamos

To,yn €A e £, >0 tais que |z, —zol < I, flya—mol <t e

tn(zn — yn) —w|| < L; obtemos assim sucessdes que vdo verificar

Ly, — Lo, Yo — T € ty(Ty — Yn) — w, 0 que mostra que w € t; (A). O

II.1.6 Se E ¢ um espago vectorial, diz-se que um conjunto B C E ¢ um cone se
0 € B e, quaisquer que sejam x € B e t > 0, tem-se tx € B. Dizemos que
ele € um cone simétrico se, além disso, se tem —x € B sempre que x € B.
Para um cone simétrico tem-se assim tx € B, sempre que x € Bet € R.

I1.1.7 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita e xp € A C E. Tem-se
entdo que t, (A) é um cone fechado e t} (A) é um cone simétrico fechado.
Dem: Vejamos que t,,(A) é um cone fechado. Para vermos que 0 € t,,(A),
basta tomarmos para x,, a sucessdo com todos os termos iguais a x € para ¢,
uma sucessdo arbitraria de niimeros reais estritamente positivos. Supondo
que w € t,,(A) e que ¢ > 0, podemos escolher x, € A e t, > 0 tais que
Xy — X9 € ty(x, — x0) — w e tem-se entdo (tt,)(x, — x¢) — tw, com t
t, > 0, 0 que mostra que tw € t,,(A). Acabamos de mostrar que t,,(A) é um
cone e vamos agora ver que temos um conjunto fechado, para o que sera
comodo utilizar a caracterizagéo de t,, (A) apresentada em II.1.5. Notando,
para cada § > 0, Cs o conjunto dos elementos da forma t(x — x(), com
t>0,x€Ae|x— x| <06, a caracterizagdo referida vai-nos garantir que
w € ty,(A) se, e sO se, para cada § > 0, w é aderente ao conjunto Cs. Por
outras palavras, t, (A) ¢ a intersec¢do dos conjuntos fechados aderéncia dos
Cs, com 6 > 0, e ¢ portanto um conjunto fechado. A prova de que t} (A) ¢
também um cone fechado ¢ analoga e o facto de este ultimo ser simétrico
resulta de que, se x, — g, Yp— o € to(x, —y,) — w, entdo
to(Yn — ) — —w. O
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Os dois resultados que apresentamos a seguir exibem casos particulares
em que ¢ especialmente simples a determinagdo do cone tangente ou do
cone tangente alargado.

II.1.8 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo finita e B C £ um cone
fechado. Tem-se entdo ty(B) = B e, mais geralmente, para cada x, € E,
tmo(l'o + B) = B.19
Dem: Dado w € B, podemos considerar a sucessdo x, = xg + %w de
elementos de x( + B, convergente para x, ¢ a sucessdo de reais t, = n > 0,
tendo-se t,(r, —x9) =w — w, 0 que mostra que w € t, (zo+ B).
Suponhamos, reciprocamente, que w € t, (xo+ B); existe entdo uma
sucessdo de elementos x,, € xy + B, convergente para x, € uma sucessao de
reais t, > 0, tais que t,(z, —z9) — w, pelo que, uma vez que se tem
Z, — xg € B, donde também ¢,(x, — x) € B, o facto de B ser fechado
garante que w € B. O

I1.1.9 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, A C F um conjunto e

Ty € A que seja aderente ao interior de A. Tem-se entdo t} (A) = E, e
portanto também 7T, (A) = E.
Dem: Vamos aplicar a caracterizagdo do cone tangente alargado em II.1.5
para o que, dado w € E, consideramos 6 >0 e & >0 arbitrarios.
Escolhamos entdo y € int(A) tal que [y — zo/| < § e 0 < ¢ < 2 tal que a
bola aberta de centro y e raio &’ esteja contida em A. Escolhamos ¢ > 0 tal
que 1||lw|| < &' esejax =y + w. Tem-se assim também z € A,

1
lz = @oll < lly = @oll + [l 5wl < 6

e||t(x —y) — w| = 0 < &, 0 que mostra que w € t} (A). O

Zo

I1.1.10 (Corolario) Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, A C F e
1z € int(A). Tem-se entdo t, (A) = tf (A) = T, (A) = E.
Dem: Uma vez que A coincide com FE na vizinhanga de z(, ficamos
reduzidos a mostrar que se tem t,,(E) = E e isso ¢ uma consequéncia de se

ter £ = xy + F, com E cone fechado. Od

II.1.11 (Corolario) Consideremos o espago vectorial R ¢ a < b dois nimeros
reais. Tem-se entdo:
a) Se A ¢ um dos conjuntos [a, b, [a, b] ou [a, +o0[, tem-se t,(A) = [0, +-00]
eth(A) =T,(A) =R.
b) Se A ¢ um dos conjuntos ]a, b], [a,b] ou |]—o0, b], tem-se t,(A) = |—00, 0]
ety (A) =T,(A) =R.
Dem: O facto de se ter t,([a, +00[) = [0, +oo[ vem de que se pode escrever

19Este resultado, juntamente com o precedente, mostra que os conjuntos que podem ser
da forma t,, (A) sdo precisamente os cones fechados.
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[a,+00[ = a + [0, +o0], onde [0, +o0] é um cone fechado em R, ¢ o facto de
se ter t ([a, +o0[) = T, ([a, +oo[) = R resulta de a ser aderente ao interior
la, +oc] de [a, +oo[. Para as restantes conclusdes de a), basta atender a que
[a,b] e [a, b] coincidem com [a, +o0[ na vizinhanga de a, porque todos tém a
mesma intersecgdo com o aberto |—oo, b[ de R, que contém a. As conclusdes
de b) sdo analogas, a partir do facto de se poder escrever |—oo,b] =
b+ ]—00,0], onde |—o0, 0] € um cone fechado em R e de b ser aderente ao
interior de |—o0, b]. O

I1.1.12 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita e g € A C E. Tem-se

entao
ty,(A) = {0} &t} (A) = {0} ¢ ¢ é um ponto isolado de A.

Dem: Se xy é um ponto isolado de A, entdo, quaisquer que seja as sucessdes
x, €y, de elementos de A, com x,, — ¢ € y, — xg, tem-se x,, = rg = Y, a
partir de certa ordem, de onde se deduz trivialmente que 0 ¢ o unico vector
no cone tangente alargado de A em zy. Suponhamos agora que x, ¢ um ele-
mento ndo isolado de A. Podemos entdo considerar uma sucessao de elemen-
tos z, € A, distintos de x, convergente para x,. Sendo S C F o conjunto
dos vectores de norma 1, que ¢ fechado e limitado, portanto compacto,
podemos considerar a sucessdo dos elementos Ty — ) €S. A

compacidade de .S implica que, se necessario substituindo a sucessdo x,, por
uma subsucessio, pode-se ja supor que (zy, — x9) — w € S, tendo-se

1
llzn—zoll (

1
llzn—o|
entdo que w é um elemento ndo nulo de t,,(A). O

§2. Fungdes diferenciaveis em conjuntos ndo abertos.

Vamos comegar por estender a nogdo de aplicagdo de classe C*, que até
agora se aplica apenas a aplica¢des definidas em abertos de espacos
vectoriais de dimensdo finita, ao quadro das aplicagdes cujo dominio ¢ um
subconjunto ndo obrigatoriamente aberto.

11.2.1 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensdo finita, A C £ um conjunto
arbitrario e f: A — F' uma aplicagdo. Um prolongamento de f a um aberto
U de E, com A C U, é uma aplicagdo f: U — F tal que f seja a restrigdo de
f. Um prolongamento local de f no ponto xo € A é uma aplicacio
f:U — F, com U aberto de F contendo x, tal que f e f tenham a mesma
restricio a ANU. E claro que um prolongamento de f a um aberto U
contendo A ¢, em particular, um prolongamento local de f em todos os
pontos de A.
Diz-se que f ¢ de classe C* (onde 0 < k < 00) se, para cada x( € A, existe
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um prolongamento local de classe C* de f no ponto z;. Como
anteriormente, as aplicagdes de classe C° também se d4 o nome de
aplicagées suaves.20

E claro que, em geral, poder-se-io considerar muitos prolongamentos
locais de classe C* e ndo havera nenhum que seja melhor que os outros.
Um primeiro cuidado a ter com a defini¢do anterior ¢ evidentemente o
seguinte:

I1.2.2 No caso em que A é um aberto de E, uma aplicagdo f: A — I é de classe
C*, no sentido da definicdo anterior, se, e s6 se, é de classe C*, no sentido ja
conhecido.

Dem: Se f ¢ de classe C*, no sentido ja conhecido, entdo o préprio f é um
prolongamento local de f em todos os pontos de A, pelo que f é de classe
C*, no sentido da definigdo anterior. Suponhamos, reciprocamente, que f ¢
de classe C*, no sentido da definigdo anterior. Para cada = € A, podemos
entdo considerar um aberto U, de E, com x € U,, e uma aplicagdo de classe
Cc* f@): U, — F tal que f e f(,) tenham a mesma restrigdo a AN U,. Em
particular a restricio de f a cada ANU, é de classe C*, no sentido ja
conhecido. Uma vez que o aberto A é a unido dos abertos AN U,, com
x € A, podemos ter em conta 1.6.8 para concluir que f: A — F' é de classe
C*, no sentido ja conhecido. O

I1.2.3 (Notas) a) Na maioria das situagdes concretas, para mostrar que uma dada
aplicagdo f: A — F é de classe C*, sera extremamente simples explicitar um
prolongamento de classe C* de f a um aberto contendo o dominio, ndo
sendo assim necessario procurar prolongamentos locais nos diferentes
pontos. De facto, usando o teorema da particdo da unidade, que sera estudado
mais adiante, pode-se provar que toda a aplicagdo de classe C'* admite um
prolongamento de classe C'* a um aberto contendo o dominio.

b) Se f: A — F é de classe C*, entdo ¢ de classe C/, para cada 0 < j < k.

¢) E evidente que toda a aplicagdo de classe C°, f: A — F, é continua mas,
no caso em que o conjunto A ndo é aberto, uma aplicagdo continua
f:A— F pode perfeitamente nio ser de classe C”(no entanto, quem
conheca o teorema de extensio de Tietze-Urysohn?! verificard sem
dificuldade que, no caso em que o conjunto A é localmente fechado??, é

20poderiamos evidentemente ter definido a nogdo de aplicagdo diferenciavel num ponto
xy € A de maneira analoga. A razdo por que nos limitamos a definir a classe C* ¢ sim-
plesmente para tentar aligeirar o texto.

21Ver, por exemplo, o exercicio 11.21, no fim do capitulo.

22Um conjunto A C E diz-se localmente fechado se, para cada x € A, existe um aberto
U de E, com xy € U, tal que ANU seja fechado em U, condigdo que se pode verificar
ser equivalente a existéncia de um aberto V' de F com A CV e A fechado em V.
Pode-se mostrar facilmente que A C E ¢é localmente fechado se, e s6 se, AC E ¢
localmente compacto, para a topologia induzida (ver a prova de 11.6.22 adiante).
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ainda verdade que uma aplicagio f: A — F é de classe C” se, e s0 se, é
continua).

d) E evidente que toda a aplicagio de classe C™ ¢ também de classe C*, para
todo o k finito. No entanto, no caso em que o dominio A ndo ¢ aberto, nada
nos garante que uma aplicacdo que seja de classe C*, para todo o k finito,
tenha que ser de classe C™.

e) Seria perfeitamente possivel definir, na mesma linha que anteriormente, a
nog¢do de aplicagdo holomorfa tendo como dominio uma parte arbitraria de
um espaco vectorial complexo de dimensdo finita. Ndo exploraremos, no
entanto, aqui essa via, uma vez que o estudo das aplicagdes holomorfas fora
do quadro dos dominios abertos sera adiante abordado de um ponto de vista
diferente (cf. a secgao I11.9).

I1.2.4 (Lema) Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita, A C F um
subconjunto arbitrario, f: A — F uma aplicagdo de classe C' e zy € A.
Consideremos sucessdes de nimeros reais ¢, > 0 e de elementos x,,,y, € A
tais que x,, — g, Yo — To € ty(Ty, — yn) — w € E. Tem-se entdo

to(f(xn) — f(yn)) — D?IU(U)),

onde f:U — F é um prolongamento local arbitrario de classe C'! de f em
xZo.

Dem: Seja 6 > 0 arbitrario. Seja ¢ > 0 tal que, sempre que x € E verifica
|z — mo|| <e, tem-se z € U e [|Df, — Df,,|| < 6. Pela terceira versio da
formula da média (cf. 1.5.20), e uma vez que a bola aberta de centro x e raio
¢ € um conjunto convexo, concluimos que, se ||z — xo|| < e € ||y — zo|| < &,
tem-se

1f (@) = f(y) = Df oy, (x = p)Il < 8]z — .

Escolhendo ny tal que, sempre que n > ny, ||z, — zo|| < € € ||yn — z0l| < &,
tem-se, para esses valores de n, x,,y, € ANU, portanto f(x,) = f(z,) e
f(yn) = f(yn), donde

Hf(xn) - f(yn) - Dfx[)(xn - yn)” S 6||$n - ynHa

e portanto também, tendo em conta o facto de a aplicagdo D?xo ser linear,

ta(f (@n) = F(yn)) = Df o, (ta(@n — )l < Ollta(@n — ya)ll.
Para n > ngy tem-se entdo

”tn( (1’”) f(yn)) m( )“

= [[ta(f () = f(ya)) = Df oy (ta(@n = ya)) + Df g, (ta(zn = y)) = Df 5, (w)]| <
< ta(f(@a) = Fyn)) = Dy (ta(@n = ya)) | + 1D Fry (tn(@n = ya)) = Df g (w)]| <
< 5“75,,,(.17,, yn)“ + ”Dfm”( n(xn yn)) - Dfx“( )H

O facto de se ter t,(x, —y,) — w, e portanto ||t,(x, —yn)|| — |lw|| e
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Df%(tn(zn —Yn)) — D?mu(w), implica a existéncia de n; > ny tal que,
sempre que 1. > ny,

th(_xn - yn)” < HwH + 1_=
[Df o (tn(@n — yn)) — Df,, (w)] <0,

pelo que concluimos que, para n > ny,
[tn(f(22) = f(ya)) = Dy, ()]l < 6(Jw]| +2).

Tendo em conta a arbitrariedade de ¢, ficou assim provado que se tem efecti-
vamente t, (f(2n) — f(yn)) — Df,, (w). |

I1.2.5 Sejam F e F espacos vectoriais de dimensdo finita, A C E um conjunto
arbitrario e f: A — F uma aplicagdo de classe C''. Para cada x, € A, fica
entdo bem definida uma aplicago linear D f,: T, (A) — F, o diferencial ou
aplicagdo linear derivada de f no ponto x(, pela condigio de se ter
D fy(w) = Df, (w), onde f:U — F ¢ um prolongamento local de classe
C! arbitrario de f em x.

E claro que, no caso em que A é um aberto de F, tem-se T,(A)=FEca
defini¢do de D f,, que estamos de apresentar ¢ equivalente a ja conhecida.

Dem: Tudo o que é necessario mostrar é que, se f:U — F e ?: V — F sdo
dois prolongamentos locais de classe C! de f em x, entdo as aplicagdes
lineares DTJ,O:E — F e D?J,O:E — F' coincidem no subespago vectorial
T,,(A) de E. Uma vez que o conjunto dos vectores de E onde duas aplica-
¢des lineares coincidem ¢ sempre um subespago vectorial e que 77, (A) é o
subespago vectorial gerado por t; (A), basta-nos provar que, para cada
w € tf (A), tem-se Df, (w) = D/fm(w). Ora isso resulta do lema I1.2.4,
uma vez que existem sucessdes de numeros reais ¢, > 0 e de elementos
Tn,Yn € A tais que xz, — xg, Yp — To € to(T, —yn) — w € entdo a
sucessdo t,(f(z,) — f(y,)) converge tanto para Df, (w) como para
Df, (w). |

I1.2.6 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensdo finita, AC F e BC F
conjuntos arbitrarios, f: A — B uma aplicacdo de classe C! (isto ¢, uma
aplicagdo de classe C* de A em F, tal que f(A) C B) e wp € A. Tem-se
entdo que a aplicagdo linear D f,: T, (A) — F aplica T, (A) em Ty, (B),
ty, (A) em tp ) (B) et (A) em t}'(m(B).

Dem: Seja f:U — F um prolongamento local de classe C'! de f em .
Suponhamos que w € t; (A). Podemos entdo escolher sucessoes de niimeros
reais t, >0 e de elementos x,,y, € A tais que =, — xg, Yn — Ty €

to(z, — yn) — w € E e tem-se entdo, pelo lema 11.2.4,

tu(f(xn) = f(yn)) — D?mg(w) = Df,(w).
Uma vez que f(z,), f(y,) € B e, pela continuidade de f, f(x,) — f(zo) e



96 Cap. II. Vectores Tangentes e Variedades

+
f(zo)
tem mesmo w € t, (A), sabemos que se pode tomar atrds para (y,) a

sucessdo com todos os termos iguais a x(, pelo que podemos concluir que se
tem mesmo D f,, (w) € ty(,,)(B). Uma vez que o conjunto dos vectores de
T,,(A), cuja imagem pela aplicagio linear Df,: Ty (A) — F estd no
subespago vectorial Ty, (B) de F, ¢ um subespago vectorial de T} (A),
que, pelo que vimos, contém t; (A), podemos agora concluir que ele ¢
precisamente o subespago vectorial gerado T,,(A), o que mostra que a
aplicagdo linear Df,:T, (A) — F aplica efectivamente T,,(A) em
Ty(z)(B). O

f(yn) — f(zg), concluimos que Df,, (w) € t}, ,(B). No caso em que se

Como primeira aplicacdo dos resultados precedentes, podemos obter
facilmente uma condigdo necessaria para uma aplicagdo de classe C',
com valores reais ¢ definida num subconjunto de um espaco vectorial de
dimensdo finita, atingir um maximo ou um minimo num ponto do seu
dominio.

O leitor relacionara facilmente o resultado que vamos enunciar com o
caso, que decerto ja encontrou, em que o dominio ¢ um aberto de R", no
qual a condi¢@o em questdo ¢ o anulamento das derivadas parciais.

11.2.7 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, A C E um subconjunto
e f: A — R uma aplicagdo de classe C'! atingindo um méximo (respectiva-
mente um minimo) num ponto =y € A. Tem-se entdo:

a) Para cada u € t,,(A), Df,,(u) < 0 (respectivamente D f, (u) > 0).

b) No caso particular em que t,,(A) = T}, (A),2? tem-se Df, (u) = 0, para
cadau € T, (A).

Dem: Examinemos apenas o caso em que f atinge um maximo em xj, uma
vez que o caso do minimo ¢ analogo. Como f atinge um maximo em x, f
aplica A em ]—oo, f(z()] e portanto, pelo resultado precedente, para cada
U € ty, (4),

Dfxn(u) € tf(wn)(]foov f(IU)]) = ]7007 O]s

0 que prova a). Quanto a b), se u € T, (A) =t,(A), tem-se também
—u € Ty (A) = t,,(A) pelo que, aplicando a conclusio de a) a u ¢ a —u,
concluimos que D f, (u) <0e

_Df'T’U (u) = DfTo(_u) <0,
e portanto D f,, (u) = 0. O

11.2.8 (Nota) Pareceria possivel proceder do mesmo modo que para a derivada
de primeira ordem, para definir, para cada aplicagdo f: A — B de classe C?,
uma derivada de segunda ordem D?f, , que seria uma aplicagio bilinear de

23F o que acontece no quadro das variedades sem bordo, estudadas adiante (cf. I1.4.10).
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Ty (A) x T;,,(A) em F (ou, melhor ainda, em Ty(,,(B)). Tudo o que
haveria a fazer seria tomar um prolongamento local de classe C2, f: U — F,
de f em =z e definir D?f, como a restricio da aplicagdo bilinear
DQ?W FE x E — F. Esta defini¢do ndo ¢, no entanto, legitima, visto que, em
geral, o resultado depende do prolongamento f (ver, por exemplo, o
exercicio I1.14 no final do capitulo).

A maioria das propriedades das aplicacdes de classe C* em conjuntos
abertos estende-se trivialmente ao caso em que o dominio € um conjunto
arbitrario. Apresentamos em seguida um exemplo do tipo de demonstra-
¢do trivial que se pode fazer para obter um resultado para dominios arbi-
trarios a partir do correspondente resultado para dominios abertos.

I1.2.9 Sejam os espagos vectoriais de dimensdo finita E, F1, ..., F},, o conjunto
ACFEe, paracadal < j<mn, fj: A— Fj;uma aplicagdo e consideremos a
correspondente aplicacdo

[iA— Fy x--xXF,, f(x)=(fi(z),...,fa()).

Tem-se entdo que f ¢ de classe C* se, e 50 se, cada fj € de classe C* e entdo,
no caso em que k > 1, tem-se, para cada g € Aewu € T, (A),

Dflo(u) = (DfIJLO(u)v?Dfnm(u))

Dem: Suponhamos que f ¢ de classe C*. Se y € A, podemos considerar um
prolongamento local de classe C* f:U — Fy x --- x F, de f em x; e entdo
as aplicagdes ?j: U — F; definidas por f(z) = (f1(x),..., f,(z)) vdo ser
prolongamentos locais de classe C* dos fj, 0 que mostra que estas aplicagdes
sdo de classe C*. Suponhamos, reciprocamente, que cada fj é de classe C*e
seja, mais uma vez, xy € A arbitrario. Para cada 1 < j <n, podemos
considerar um prolongamento local de classe C* f:U; — F} de f; em .

n
Tem-se entdo que U = _ﬁl U; é um aberto de I contendo z € a aplicagdo de
=

classe CF f:U — Fy x --- x F, definida por f(z) = (f,(x),..., f,(z)) é
um prolongamento local de classe C* de f. Ficou assim provado que f ¢ de
classe C* e podemos agora escrever, para cada 7o € A e u € T, (A),

Dfmo(u) = D?To(u) =
= (Dflx[)(u% H) Dfnx[)(up = (Dflzrg(u)ﬂ e Dfnxg(u)) D

Daqui para a frente aplicaremos frequentemente generalizagdes do tipo da
anterior sem as enunciarmos explicitamente. Pela especial importancia
que ele vai ter, vamos, no entanto, observar detalhadamente o que se
passa com o teorema da derivada da fungao composta.
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11.2.10 Sejam E, F' e GG espagos vectoriais de dimenséo finita, A C Fe B C F
dois subconjuntos e f: A — B e g: B — G duas aplicagdes de classe C*.
Tem-se entdo que go f: A — G ¢é também de classe C* e, no caso em que
k>1,

D(gof)wn = Dgf(zo) onl‘o'

Dem: Seja zp € A arbitrario. Sejam g: V' — G um prolongamento local de
classe C* de g em f(x¢) e f:U — F um prolongamento local de classe C*
de f em x;. Tendo em conta a continuidade de f, vemos que, se necessario
substituindo o aberto U pelo aberto f_l(V), que ainda contém x, e f pela
sua restricio, pode-se ja supor que f(U)C V. Concluimos daqui que
go f:U — G é um prolongamento local de classe C* de go f: A — G em
xo. Ficou assim provado que go f é de classe C*. Se k> 1, tem-se
D(go f)z, = DGy © Df, pelo que, para cada w € Ty (A),

D(go f)uy(w) = D(Go fay(w) = DGp(p,) (D4, (w)) =
= Dgf(ro)(Dan(w)) = Dgf(zo)(Dflfn(w )9

o0 que mostra que D(g o f)z, = Dgy(zy) © D fr,- O

I1.2.11 (A nogiio de aplicagio de classe C* é local) Sejam F ¢ F espagos
vectoriais de dimensdo finita, A C £ um subconjunto e f: A — F uma
aplicagdo. Tem-se entdo:

a) Se f é de classe C* e se B C A é outro conjunto, a restri¢do fip:B—F
é também de classe C* e, para cada = € B, D(f/B)IU ¢ arestricdo de Df,, a
T,,(B).

b) Se (Aj)je; ¢ uma familia de abertos de A, de unido A, tal que cada
restricdo f/4,;: Aj — I seja de classe C* (ou, o que é equivalente, se, para
cada x € A, existe um aberto V' de A, com x € V, tal que f,y seja de classe
C*), entdo f ¢é de classe C*.

Dem: A alinea a) resulta simplesmente de que, se 7o € Be f:U — F éum
prolongamento local de classe C* de f em z, entdo f ¢ também um prolon-
gamento local de f,p em zy. Provemos entdo b). Seja zy € A arbitrdrio.
Podemos escolher j tal que zy € A; e entdo o facto de f4,;: Aj — F ser de
classe C* garante a existéncia de um prolongamento local f:U — F de
classe C* de J/a, em zy. Apesar de f ndo ter que ser um prolongamento
local de f em ), uma vez que nada sabemos sobre os valores de f nos
pontos de ANU que ndo estejam em Aj, o facto de A; ser aberto em A
garante a existéncia de um aberto U; de I tal que A; = AN Uj, tendo-se
evidentemente o € Uj, e entdo f JUNU U;NU — F ja é um prolongamento
local de f em x. Ficou assim provado que f: A — F ¢ de classe C*. O
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Outro resultado que sera utilizado com frequéncia, e que ja encontramos
no caso dos dominios abertos, tem a ver com o estudo de aplicacdes com
valores num espago de aplicagdes lineares.

11.2.12 Sejam E, F e G espagos vectoriais de dimensdo finita, A C £ um
subconjunto e f: A — L(F;G) uma aplicagdo. Tem-se entdo que f ¢ de
classe C* se, e s6 se, para cada v € F, for de classe C* a aplicagdo
Jw): A — G, definida por f,)(x) = f(z)(v), e entdo, quando k > 1, tem-se,
paracadax € Aewu € T,(A),

D fi),(w) = D fo(u)(v).

Mais precisamente, dada uma base vy, ..., v, de I, para garantir que f ¢ de
classe C*, basta verificar que fw) € de classe C* quando v é um dos n
vectores daquela base.

Dem: A razdo por que referimos esta generalizag@o de 1.6.14 esta no facto de
a sua justificagdo se fazer de modo mais natural por repetigdo do caminho
seguido na demonstracdo daquele resultado e ndo por aplicagdo deste a
prolongamentos locais convenientes. O

I1.2.13 Sejam E e F' espagos vectoriais de dimensao finita, A C E'e B C F dois

subconjuntos e f: A — B uma bijec¢do. Tal como no caso dos conjuntos
abertos, diz-se que f é um difeomorfismo de classe C* se ambas as apli-
cagdes f: A — Be f~': B — A forem de classe C*. Como antes, chamamos
simplesmente difeomorfismos aos difeomorfismos de classe C™, isto &, as
bijecgdes que sdo suaves, assim como as respectivas inversas. Diz-se que A e
B s@o difeomorfos se existe um difeomorfismo f: A — B.
Repare-se que dizer que a bijec¢do f ¢ um difeomorfismo de classe C* quer
dizer que tanto f como f~! admitem prolongamentos locais de classe C*,
mas isso ndo implica de modo nenhum que f admita prolongamentos locais
que sejam difeomorfismos de classe C* entre abertos de E e de F'.24

11.2.14 Dados A C E, B C F e um difeomorfismo de classe C', f: A — B,
tem-se que, para cada xg € A, Df,, é um isomorfismo de T}, (A) sobre

Tt(z,)(B), que aplica t, (A) sobre ty,(B) e t; (A) sobre t}'m)(B), )

isomorfismo inverso sendo igual a D(f ™) ().
Dem: Ja sabemos que D f,, ¢ uma aplicacio linear de T, (A) em T, (B),

que aplica t, (A) em ty,,)(B) e t; (A) em t}r(mo)(B). Do mesmo modo,

D(f™Y)4(z,) ¢ uma aplicagdo linear de T}(,,)(B) em T, (A), que aplica
tr(e) (B) em ty,(A) e tf, (B) em tf (A). Uma vez que flof=1Idyeque
fo f~' = Idp, concluimos do teorema da derivacio da fun¢io composta
que D(f ) sy o Dfsy =D(f o f)a ¢ a identidade de T, (A) e que

Dfuy 0 D(f ey = D(f 0 f ) f(sy) € a identidade de Ty, (B), o que

24Estes Gltimos ndo existem certamente se F e F tiverem dimensdes diferentes.
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mostra que Df,, € um isomorfismo de T, (A) sobre T}, (B), tendo
D(f™Y) 4(z,) como isomorfismo inverso. Por fim, o facto de Df,, aplicar

ts,(A) sobre tp,)(B) e ti (A) sobre tjf(x[))(B) vem de que, para cada

w' € ty(y,)(B) (respectivamente w'’ € t;(m(B)), tem-se w’ = D f,,(w), onde
w = D(f_l)f(-f[))(wl) € tﬂ?o(A)
(respectivamente w € t; (A)). O

I1.2.15 E o resultado anterior que nos permite, em muitos casos, determinar
explicitamente, sem recorrer a definigdo, os cones tangentes, os cones
tangentes alargados e os espagos vectoriais tangentes. Bastara, para isso,
arranjar um difeomorfismo de classe C'! entre o conjunto em questdo e um
outro conjunto, relativamente ao qual aqueles conjuntos sejam conhecidos.

A titulo de exemplo, suponhamos que E e F' s@o espagos vectoriais de
dimensio finita, que A C E e que f: A — F é uma aplicagio de classe C"*.
Consideremos o respectivo grdfico, que € o subconjunto B de £ X F,

B={(z,y) e ExXF|lxeAey= f(x)}.

Podemos entdo considerar um difeomorfismo de classe C! g: A — B, defi-
nido por g(x) = (z, f(x)) (reparar que a bijec¢do inversa de g ¢ mesmo de
classe C*, por estar definida por (z,y) — x). Concluimos assim que, para
cada z( € A, a aplicagdo linear

Dgy,: Ty, (A) - T(lo-,f(ﬂﬂo))(B)’

que esta definida por w — (w, Df,(w)), é um isomorfismo que aplica
ty,(A) sobre t(, f())(B) e ti (A) sobre t(*;o f(m))(B) (em particular,
T2y, f(x)) (B) € o grafico da aplicagdo linear D f, ). Vemos portanto que, no
caso em que T}, (A), t,,(A) e t} (A) sdo conhecidos (por exemplo, se A for
um aberto de FE), ficamos a conhecer Ty t(z)(B)s Yz () (B) €

+
t(-T(J-,f(To)) (B)

11.2.16 Para cada 1 < j < n, seja E; um espago vectorial de dimensdo finita e
seja zj, € A; C E;. Considerando entdo o subconjunto A; x --- x A, do
espaco vectorial de dimensao finita £} X --- X E,, tem-se

t(‘tlUv"'ﬁle(])(Al X X A”) C tT/m(Al) X X tl‘uo(An):zS
+ + +
t(l‘mwu,l'no)(Al X X A") - tllo(Al) X X tlnu(An>’

T(x1[>7»--7-’fn(1)(A1 X X A") = TII()(A1> XX TInt)(ATI))'

Dem: Uma vez que cada projec¢do candnica 7j: By X --- X E, — E; é uma

250 exercicio I1.8, no fim do capitulo, mostra que nesta e na proxima inclusio a igualdade
dos dois membros pode ndo ser verificada.
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aplicagdo linear, logo de classe C™ e com D7r]-( = 7, a qual aplica

T105- - sTno)
Ay x --- x A, em Aj, concluimos que 7; aplica

I (A1 x Ay ) em T, (Ay),

L105 - +sTno
t<w1(]:'*‘)w7»()>(Al Xoeee X An) cm txm(Aj)a
+ +
t(-Tlo-,u»ﬂ?no)(Al XX An) em tmm(Aj)’

0 que mostra que

T(zm,.”,zno)(Al X X An) C Tww(Al) X e X Tw,,,(](An)n
t(Tln,~-<7$n0)(A1 X X A’") - tmm(Al) X X tﬂ?m)(An)’
t(frmw%m)(Al X x Ap) C tj,m(Al) X e X t;,o(A")'

Consideremos, por outro lado, para cada 1 < j < n, a aplicagdo de classe
C> fitAj — Ay x --- x A, definida por

f](l') = (1'10, cee a‘rj—l(]vxa :Ej+1()7 e 7$n0):

para a qual se tem ij%(w) =(0,...,0,w,0,...,0) (com w na posi¢do j).
Se, para cada 1 < j<n, w; € Twm(Aj), podemos portanto concluir que
0,...,0,w,0,...,0) € Tiy,,,....z00) (A1 X --- X Ay), pelo que, por este ser
um subespaco vectorial, também

n

(Wi, wn) =Y (0,..,0,w5,0,...,0) € Tiayy.my (A1 X -+ X Ay),

J=1
0 que termina a demonstragao. O

11.2.17 (Nota) Sejam E e F' espacos vectoriais, A C £ um conjuntoe f: A — F
uma aplicagao.
a) Suponhamos que E' C E é um subespago vectorial contendo A. Se
repararmos na defini¢do de aplicagdo de classe C*, apresentada em I1.2.1,
vemos que ndo é a priori evidente que dizer que f ¢ de classe C*, quando se
considera A como parte de F, seja equivalente a dizer que f ¢ de classe C*,
quando se considera A como parte de E’. Com efeito, um prolongamento
local de f num ponto estd, no primeiro caso, definido num aberto de E e, no
segundo caso, num aberto de E'.
No entanto, como vamos ver, as duas afirmagdes sdo de facto equivalentes e,
no caso em que k > 1, a derivada Df,: T, ,(A) — F é a mesma dos dois
pontos de vista. Para verificarmos isso, o mais facil ¢ talvez aplicar o teorema
da derivagdo da fun¢do composta, reparando que a identidade de A é um
difeomorfismo de classe C™ de A, como parte de E’, sobre A, como parte de
E, cuja derivada em cada zp€ A ¢ a identidade de 7,,(A); para
confirmarmos que assim ¢, basta considerar, como prolongamentos da
aplicagdo e da sua inversa, respectivamente, a inclusdo v: B — F e a
projecgdo ortogonal 7: E — E’, relativamente a um produto interno de E.
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b) Suponhamos, analogamente, que F’ C F' é um subespago vectorial tal que
f(A) C F’'. Mais uma vez, e embora isso ndo seja a priori evidente, vai ser
equivalente dizer que f é de classe C*, quando considerada com valores em
F ou que o ¢, quando considerada com valores em F”, o valor D f,,, no caso
em que k£ > 1, sendo o mesmo dos dois pontos de vista. Para verificarmos
isso, aplicamos mais uma vez o teorema da derivagdo da fun¢do composta,
reparando que a identidade de F’ é um difeomorfismo de classe C*> de F”,
considerado como parte de F”, sobre F’, considerado como parte de F,
difeomorfismo cuja derivada em cada ponto ¢ a identidade de F' (mesma
justifica¢@o que anteriormente).

§3. Particoes da unidade.

O conteudo desta secg@o ¢ de caracter técnico e pode ser dispensado numa
primeira leitura. Os resultados obtidos sdo, no entanto, de utilizag@o
frequente em Matematica e teremos ocasido de os aplicar mais adiante.

I1.3.1 (Lema) Para cada inteiro n > 0, tem-se

lim t"e™t = 0.
t—+o00

Dem: O resultado ¢ trivial para n = 0. O caso geral resulta por indugéo em
n, com o auxilio de regra de Cauchy para determinar o limite quando
t — +oode . O

I1.3.2 (Lema) Existe uma aplicagdo de classe C*, p: R — [0, 1], definida por

() = 0 ,set <0
PA= e ,set >0

Dem: Seja, mais geralmente, para cada inteiro n > 0, ¢,: R — R a aplicagio

definida por
0 ,set <0
en(t) = 1 -1/t

€ ,set >0’

aplicagdo que ¢é continua, pelo lema precedente. A aplicagdo ¢ do enunciado
ndo é mais do que a aplicagdo ¢,. Para cada t # 0, a aplicagdo ), é derivavel
emt? e com

Pn(t) = —n@nii(t) + onia(t)

e, tendo em conta a continuidade de ¢, ¢ do segundo membro da igualdade
anterior, concluimos que a igualdade anterior ¢ ainda valida para ¢t = 0. E



§3. Parti¢des da unidade 103

agora imediato concluir, por inducdo em k, que todas as fungdes ¢, sdo de
classe C*, para todo o k, e portanto de classe C*°. O

I1.3.3 Suponhamos que A ¢ um espago topoldgico, que F' é um espago vectorial
de dimensdo finita e que, para cada j€ J, f;: A — F € uma aplicagdo.
Diz-se que a familia de aplica¢des (f;);cs € localmente finita se, para cada
T € A, existe um aberto V de A, com xy € V, e uma parte finita J’ de J,
tais que, para cada x €V e j€ J\J', se tenha f;j(x) =0 (Por outras
palavras, com um niimero finito de excepgdes possiveis, as aplicagdes f; sdo
identicamente nulas no aberto V).

No caso em que temos uma familia localmente finita de aplicagdes
fj:A — F, podemos definir a soma ) f; como sendo a aplica¢do de A em
jeJ
F, que a cada x € A associa a soma ) fj(x) (para cada = esta soma tem

jed
apenas um numero finito de parcelas nao nulas).
Se tivermos uma familia localmente finita de aplicagdes continuas
fjA— F, asua soma )y f; é ainda uma aplicagdo continua de A em F.
jeJ
Com efeito, para vermos que uma aplicacdo definida em A é continua, basta
vermos que, para cada ponto zy € A, existe um aberto V' de A, comzy € V,
onde a restri¢do da aplicacdo é continua, e, por defini¢do, podemos escolher
esse aberto de modo que a restri¢do seja uma soma finita de aplica¢des
continuas.
Com a mesma justificacdo, no caso em que A é uma parte arbitraria dum
espago vectorial £ de dimenséo finita e temos uma familia localmente finita
de aplicagdes de classe C*, fjA — F,asuasoma ) f; éainda uma aplica-
jeJ
¢do de classe C* de A em F.

I1.3.4 (Primeira versiao do teorema da particio da unidade) Sejam F um
espago vectorial de dimensdo finita e (Uj)jc; uma familia de conjuntos
abertos de E € notemos U a unido dos abertos U;. Existe entdo uma familia
contével?¢ de aplicagdes suaves, f,: U — [0,1], onde v € I, verificando as
condigdes seguintes:

a) A familia (f,),er € localmente finita;
b) Para cada v € I, existe um indice j e um conjunto compacto C,, C U; tais
que se tenha f,(z) =0, para cada = € U\ C,, por outras palavras, a
aplicagdo f, tem suporte compacto contido em Uj;.
¢) Paracadaz € U, tem-se ) f,(z) = 1.27

yer
Dem: Fixemos em E um produto interno e consideremos sobre £ a norma

26A0 dizermos que a familia é contavel estamos a significar que o conjunto I" dos indices
¢ finito ou numeravel.
27F, esta igualdade que esta na origem do nome parti¢io da unidade.
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associada, reparando que se pode entdo considerar uma aplicagdo suave
h: E — R, definida por h(x) = ||z||*> = (z, z).
Para cada natural n > 1, notemos

Vi={z e El|z| <nAd(z, E\U)> -},

K,={zeFE||z]| <nAd(z,E\U) > -},

LS e

3

onde omitimos as segundas condi¢des no caso particular em que U = FE
(para evitar falar da distdncia de = ao conjunto vazio; alternativamente
podemos considerar essa distancia, por defini¢do, igual a +00). Reparemos
que os conjuntos K, sdo fechados e limitados em FE, portanto compactos, e
estdo contidos em U, que os conjuntos V,, sdo abertos em E, que se tem

Vn C Kn - ‘/n+1 C KrH—l

e que a unido dos compactos K, é igual a U (se x € U, podemos escolher n
tal que ||z|| < n e que, no caso em que U # E, % seja menor ou igual a
distancia d(z, £\ U) > 0). Ponhamos, por comodidade, V1 =V, =10 e
K_1 = Ky =0, o que é compativel com as inclusdes atras referidas.

Para cada n >1 consideremos o compacto K,\V, ;. Para cada
y € K, \ V1, tem-se y ¢ K,_» pelo que, escolhendo j tal que y € Uj,
podemos fixar um raio r,,,, > 0 tal que a bola fechada B, (y) esteja contida
no aberto U; \ K,,_». Uma vez que as correspondentes bolas abertas 5, (y)
constituem uma cobertura aberta do compacto K, \ V;,_1, podemos escolher
uma parte finita I, de K, \ V,,_; tal que a unido dos B, (y), com y € I,
ainda contenha K, \ V,,_1.

Para cada n > 1 e y € I,, seja /fmy: E — [0, 1] a aplicagdo suave definida
por

f71,y(x) = QD(T?MI - HIE - y||2)’

onde ¢: R — [0,1] ¢ a aplicagdo suave do lema I1.3.2, aplicagdo para a qual
se tem assim

Juy(x) > 062 € By (1),

em particular a aplicacdo ?W/ ¢ nula fora do compacto B,, (y) contido num
dos U;.

Vamos agora verificar que a familia das restrigdes das aplicagdes ?,,w alUé
localmente finita (isto apesar de a familia das aplicagdes ?n,y ndo ter que ser
localmente finita). Consideremos para isso z € U arbitrario. Existe n tal que
z € K,, e entdo V,,+1 ¢ um aberto de U, contendo z tal que, para cada
n >mng+ 3 ey € I, (portanto salvo para um numero finito de pares (n, y)),

?ny(x) = 0 para todo o z € V), 11, visto que, se }ny(x) > 0, tinha-se
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z € By, ,(y) CUj\ Kz CU;j\ Knyi1 CUj\ Vi

A familia contavel das aplicagdes suaves 7n)y o U — [0, 1] verifica assim as
condigdes a) e b) do enunciado. Quanto a c), tudo o que podemos dizer ¢é
que, para cada z € U, tem-se ) ?n_’y(x) > 0, uma vez que, escolhendo o
menor dos n tais que z € K,, tem-se z € K,\V,_1, e portanto
x € B,, (y),paraalgumy € I,,, o que implica ?,W(a:) > 0.

O facto de termos uma familia localmente finita de funcdes suaves,
permite-nos definir uma fungio suave ;‘: U — 10, +oo] por

F@) =Y fuyl)

n>1
yeln

Ty

e, a partir dela, uma familia contdvel de fung¢des suaves f,,:U — [0, 1],
onden > 1ey € I, definidas por

-~

~ Jay(@)
foy(w) = ="—,
f(z)
as quais vao verificar as condi¢des a), b) e c¢) do enunciado. |

I1.3.5 (Nota) No caso em que o espago vectorial £ ¢ um espago vectorial
complexo ndo é verdade que as aplicagdes suaves f,,, construidas na
demonstragdo precedente, sejam holomorfas, mesmo que se tenha tido o
cuidado de utilizar um produto interno complexo (hermitico) em E. A razdo
por que as coisas nio funcionam estd em que a fungdo h(z) = ||z|*> = (z, )
ndo ¢ holomorfa, por o produto interno ndo ser uma aplicagdo bilinear
complexa, uma vez que ¢ antilinear, ¢ ndo linear, na segunda variavel. Alias,
para quem conhega os rudimentos da teoria das aplicagdes holomorfas, ¢
obvia a impossibilidade de existéncia de parti¢gdes da unidade holomorfas,
tendo em conta o facto de toda a aplicacdo holomorfa, de dominio conexo,
que seja nula numa parte aberta ndo vazia do seu dominio, ter que ser
identicamente nula.

I1.3.6 Nas aplicacdes sera muitas vezes mais Util a versdo do teorema da partigdo
da unidade, que enunciamos em seguida, em que se perde a garantia da
existéncia de suporte compacto mas, em compensacdo, se consegue que a
parti¢do da unidade tenha o mesmo conjunto de indices que a familia de
abertos.

I1.3.7 (Segunda versdao do teorema da particio da unidade) Sejam F um
espago vectorial de dimensdo finita e (U;) c; uma familia de abertos de E, ¢
notemos U a unido dos conjuntos U;. Existe entdo uma familia (g;);c; de
funcdes suaves g;: U — [0, 1] tal que:

a) A familia (g;) e ¢ localmente finita.
b) Para cada j € J, existe um subconjunto C; de Uj, fechado em U, tal que
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gj(xz) =0, para cada z € U \ C}; (por outras palavras, g; tem suporte contido
em Uj).
¢)Paracadaz € U, ) gj(z) = 1.

jeJ
Dem: Seja (f,)er uma familia nas condigdes de 11.3.4 ¢ notemos agora C.,
os correspondentes subconjuntos compactos de abertos U; fora dos quais os
fy se anulam. Para cada v € T', escolhamos um indice j(y) € J tal que
6’7 C Uj). Para cada j € J, seja I'; o conjunto dos y € I' tais que j = j(7).
Os conjuntos I'; sdo evidentemente disjuntos dois a dois e de unido I' (alguns
deles podem ser vazios). Para cada j € J, a familia (f,),er; ¢ trivialmente
também localmente finita pelo que podemos definir uma aplicagdo suave
g;:U — [0, 1] por

gil@) =) fi(@).

€l

Para cada x € U, existe uma vizinhanga V de z em U e um conjunto finito
I CcT' de modo que, para cada v € I'\I", a restricdo de f, a V seja
identicamente nula; se J' C J ¢é o conjunto finito formado pelos j(vy), com
v €I, tem-se entdo que, para cada j € J \ J', a restri¢do de g; a V ¢
identicamente nula, o que mostra que a familia das aplica¢des g; é localmente
finita. E trivial que, para cada = € U, Y gj(x) = 1. Resta-nos portanto
jeJ
demonstrar a propriedade b) do enunciado. Seja, para cada j€ J, W; o
conjunto dos = € U tais que gj(x) > 0 e notemos C; a aderéncia de W; em
U; tudo o que temos que verificar ¢ que se tem C; C U;. Seja portanto
x € C} arbitrario. Sejam V' uma vizinhanga aberta de x em U e I'" C T" uma
parte finita, de modo que, para cada y € I' \ I", a restri¢do de f, a V seja
nula. Seja V' uma vizinhanga arbitraria de © em U. O facto de z pertencer &
aderéncia de W; implica a existéncia de y € VNV’ ' NWj; tem-se entdo
gj(y) > 0 pelo que existe y €T, tal que f,(y) >0, o que implica que
Yy € @, e v € I"; isto mostra que x é aderente a unido finita dos (AJW, com
vyeI'NT;, unifio essa que ¢ fechada, por ser uma unido finita de
compactos; concluimos assim que x pertence aquela unido, pelo que x € Uj,
o0 que termina a demonstragao. O

I1.3.8 (Notas) Nas condig¢des anteriores costuma dizer-se que a familia (g;)jcs €
uma parti¢do da unidade de U subordinada & cobertura aberta (U;) ey de U.
Mais uma vez, e tal como ja referimos atras, ndo ha esperanca de se poder
obter uma versao holomorfa do resultado precedente, no caso em que E € um
espago vectorial complexo.

E natural perguntarmo-nos se ndo seria possivel melhorar o resultado
anterior, de modo a exigir na condigdo b) que o conjunto C; seja compacto
ou, pelo menos, que seja fechado em F (e ndo somente em U). Para vermos
que isso ndo ¢ possivel, basta repararmos que, no caso em que consideramos
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uma familia constituida por um tnico aberto U, diferente de £ e do conjunto
vazio, a correspondente aplicagdo ¢g: U — [0, 1] ndo pode deixar de ser a
fungdo identicamente igual a 1, a qual s6 é nula fora de U (isto é, sobre o
conjunto vazio...); o conjunto U ¢ evidentemente fechado em U mas ndo o ¢
em F e muito menos ¢ compacto. No corolario que se segue veremos como ¢
possivel exigir que C; seja fechado em F, a custa de obter uma conclusdo
mais fraca em c).

I1.3.9 (Corolario) Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, A C F um

conjunto fechado e (U;);c; uma familia de abertos de E, tal que A C |J U;.
jed
Existe entdo uma familia (g;) jc s, de fungdes suaves g;: £ — [0, 1] tal que:
a) A familia(g;) e € localmente finita.
b) Para cada j € J, existe um subconjunto C; de Uj, fechado em E, tal que
gj(z) =0, paracadaz € E\ C;.
¢)Paracadaxz € A, )" gj(x) =1e,paracadaz € E, ) gj(z) < 1.
jeJ jeJ

Dem: Basta aplicar a segunda versdo do teorema da particdo da unidade a
cobertura aberta de E formada pelos conjuntos abertos U; e E\ A,
ignorando em seguida a fungdo correspondente a este tlltimo aberto. O

I1.3.10 (Prolongamentos globais de aplicacées de classe C*) Sejam F e F

espagos vectoriais de dimensdo finita, A C £ um conjunto arbitrario e
f: A — F uma aplicagdo de classe C*. Existe entido um aberto U de E, com
A C U, e um prolongamento de classe C* f:U — F de f.
Dem: Para cada x € A, seja 7(1,): U, — F um prolongamento local de classe
C* de f no ponto x. Seja U a unido dos abertos U, de F, com z € A, que é
um aberto de F, contendo A. Pela segunda versdo do teorema da parti¢do da
unidade, podemos considerar uma familia localmente finita de fungdes
suaves g(,):U — [0,1] tal que cada g seja nula fora de um certo
subconjunto C, de U,, fechado em U, e que, para cada y € U, se tenha
> 9@)(y) =1. Para cada x € A, podemos considerar uma aplicagdo
€A

/J\”@): U — F, de classe C*, definida por

5 _{0 ,sey ¢ U,
fwW) = 9o W wy) sey el

O facto de esta aplicagdo ser efectivamente de classe C* é uma consequéncia
de termos uma nogdo local, visto que ela vai ter restri¢do de classe C* a cada
um dos dois abertos U, ¢ U\ C,, de unido U, a segunda por ser
identicamente nula. Uma vez que a familia das aplicacdes de classe C*
Tfm: U — F, com x € A, ¢ localmente finita, por a familia das fungdes g(,)

o ser, podemos considerar uma aplicagio f: U — F, de classe C*, definida
por
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Fo)=>"Tuww.

reA

Se y € A, tem-se 7(I>(y) = 9(»)(¥) f(y), quer y pertenca ou ndo a U,, no
segundo caso porque ambos os membros sdo nulos e no primeiro caso
porque, sendo y € U, N A, tem-se ?(w)(y) = f(y). Podemos assim concluir
que, se y € A, tem-se

T =Y "To®=>_00Wf®=0_9u®)fw)=f,

z€A z€A z€A
0 que mostra que f é efectivamente um prolongamento de f. O

I1.3.11 (Teorema da particio da unidade para conjuntos arbitrarios) Sejam
E um espago vectorial de dimensdo finita, A C £ um conjunto arbitrario e
(A;j)jes uma familia de abertos de A de unidio A. Existe entdo uma familia
localmente finita de fungdes suaves g;: A — [0,1], onde j € J, tal que cada
g;j € nula fora de uma certa parte C; de A, fechada em A, e que, para cada
zeA Y gix)=1

jeJ

Como anteriormente, dizemos que a familia das aplicag¢des g; € uma particdo
da unidade de A subordinada a cobertura aberta de A constituida pelos
conjuntos A;.

Dem: Para cada j € J, seja U; um aberto de E tal que A; = AN Uj. Sendo
U a unido dos Uj;, que é um aberto contendo A, podemos, por 11.3.7,
considerar uma familia localmente finita de fun¢des suaves g;: U — [0, 1] tal
que cada g; seja nula fora de uma certa parte C ;j de Uj, fechada em U, e que,
para cada x € U, ) g;(z) = 1. Basta-nos agora tomar para g;: A — [0, 1] as

jeJ
restri¢des das aplicagdes g; e para C; as intersecgdes C JNA. O

11.3.12 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensdo finita, A C £ um

subconjunto, B um conjunto fechado em A e f: B — F uma aplicagdo de
classe C*. Existe entdo uma aplicacdo de classe C*, f: A — F, prolongando
a aplicagdo f.
Dem: Tendo em conta 11.3.10, vai existir um aberto U de £, com B C U, e
um prolongamento 3": U — F,declasse C¥,de f. Vemque UNAe A\ B
sdo dois abertos em A, de unido A, pelo que a versao precedente do teorema
da particdo da unidade garante a existéncia de aplicagdes suaves
v, A — [0,1] tais que ¢ se anula fora de uma certa parte C' de U N A,
fechada em A, 1 se anula fora de uma certa parte C’ de A \ B, fechada em
A, e, para cada x € A, p(z) + 1(x) = 1. Em particular, para cada x € B,
tem-se (z) = 0, donde p(z) = 1. Seja agora f: A — F a aplicagio de
classe C* definida por
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-~

- 0 ,sex ¢ U
fa) = {gp(x)f(m) ,sex €U’

O facto de f ser de classe C* é uma consequéncia de termos uma nogio
local, visto que isso vai acontecer as suas restricdes aos abertos U N A e
A\ C de A, com unido A (a segunda restri¢do é identicamente nula). Por
fim, para cada z€ B, o facto de ser @(z)=1 implica que

f(z) = f(z) = f(x), pelo que temos um prolongamento de f. O

I1.3.13 (Nota) Sabemos, por defini¢do, que uma aplicacio de classe C*, definida
num conjunto ndo obrigatoriamente aberto, pode ser prolongada numa
aplicacio de classe C* definida nalgum aberto contendo o seu dominio, mas,
em geral, ndo temos nenhuma informagdo sobre o aberto que podemos
escolher nessas condigdes. A vantagem do resultado precedente € a possibili-
dade de garantirmos a existéncia de um prolongamento de classe C* a um
conjunto dado a priori. Por exemplo, quando A é fechado em F, o resultado
precedente garante que toda a aplicagdo de classe C* de dominio A é
restricio de uma aplicaco de classe C* cujo dominio é o espaco todo E.

Vamos agora referir mais um exemplo de aplicacdo dos teorema de
particdo da unidade, a possibilidade de aproximar aplicagdes continuas
por aplicagdes suaves.

I1.3.14 (Aproximacdo de aplicacdes continuas por aplicacdes suaves) Sejam
E e F espagos vectoriais de dimenséo finita, o segundo dos quais munido de
uma norma, A C F um conjunto ¢ f: A — F uma aplicag¢do continua. Para
cada aplicagdo continua §: A — |0, 400[, existe entdo um aberto U de FE,
com A C U, e uma aplicagdo suave g: U — F'tal que, para cadax € A,

lg(z) = f(@)]| < é(=). 28

Além disso, se C' é um subconjunto convexo de F' tal que f(A) C C,
pode-se exigir que se tenha também g(U) C C.29
Dem:30 Para cada y € A, consideremos o aberto A, de 4, comy € A,,

Ay ={z e A||f(z) = f)l < é(=)},

e seja Uy um aberto de E tal que A, = ANU,. Seja U o aberto de I,
contendo A, unido dos U, com y € A. Pelo teorema da parti¢do da unidade,

28Repare-se que podemos, em particular, tomar como fungdo § uma fungio de valor cons-
tante maior que 0, caso em que o resultado garante a existéncia de uma aproximacéo
uniforme da aplicacdo continua f por uma aplicagdo suave g.

29No caso em que A é fechado em E, pode-se tomar U = E (cf. o exercicio 1120, no fim
do capitulo), desde que se afaste o caso trivial em que C' = () (e portanto A = 0)).

30Esta demonstracdo baseia-se na demonstracio de um resultado analogo em [16].
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na versdo em I1.3.7, podemos considerar uma familia localmente finita de

aplicagdes suaves ¢,:U — [0,1], onde y € A, tais que cada ¢, ¢

identicamente nula fora de U, e que, para cada x € U, ) ¢, (x) = 1. Seja
Yy

g:U — F aaplicacao suave definida por

9(x) = ¢,(z) f(y)

yeA

(soma duma familia localmente finita de aplicagdes suaves) e reparemos,
desde ja, que, se C' C F' é um subconjunto convexo de F' contendo f(A),
tem-se ainda g(z) € C, para cada x € U (¢g(x) é uma combinagdo convexa
de elementos de C). Para cada = € A, podemos considerar o subconjunto
finito I, de A formado pelos y tais que ¢, (x) > 0 e podemos entdo escrever

lote) = 51 = | (S i) 1)) = (2 o) 1) =
= I el (Fw) — £(@))]| <

< Z@(@II]‘( ) = f@)ll <Y ey(w)b(z) = 8(x),
yel, yel,

visto que, para cada y € I,, o facto de ser ¢,(r) >0 implica que
x € AnU, = A,, eportanto || f(z) — f(y)| < 6(z). O

No resultado precedente o papel do aberto U, contendo A, s6 é importante
no caso em que quisermos tirar partido da afirmagéo suplementar de que a
aproximacdo suave toma valores num conjunto convexo C' que contenha a
imagem da aplicacdo f; caso contrario, poderiamos ter afirmado apenas a
existéncia de uma aplicagdo suave A — F' a aproximar f e, se necessitas-
semos de uma aplicagdo suave definida num aberto contendo A, prolonga-
vamos a aplicagdo suave de dominio A (cf. 11.3.10).

O resultado que enunciamos em seguida diz-nos que, quando a aplicagdo
continua f que pretendemos aproximar ja ¢ suave num certo subconjunto
fechado do dominio, podemos construir uma aproximagdo suave cuja res-
tricdo ao subconjunto referido seja a aplicacdo de partida. Uma vez que
agora ja ndo ¢ possivel garantir que a aproximagdo tome valores em
qualquer convexo que contenha o contradominio de f, é desnecessario
referir qualquer aberto a conter o dominio de f. Para uma generalizagéo
desse resultado, em que a aplicagdo f toma valores numa certa subvarie-
dade sem bordo de F' e exigimos que o prolongamento tome valores nessa
subvariedade, ver o exercicio 111.24, no fim do capitulo III.

I1.3.15 (Aproximag¢ao sem mudar o que ja esta bem) Sejam E e F' espacos
vectoriais de dimensao finita, o segundo dos quais munido de uma norma,
A C F um conjunto ¢ f: A — F uma aplicagdo continua. Seja B C A, B
fechado em A, tal que f,p: B — F seja suave. Para cada aplicagdo continua
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6: A —]0,400], existe entdo uma aplicagio suave h: A — F tal que
h,p = f/p € que, para cada x € A,

[h(z) = f(@)]| < 6(z).

Dem: Pelo resultado precedente, podemos considerar uma aplicacdo suave
g: A — F tal que, para cada x € A, ||g(z) — f(x)|| < §(x) (restringira A a
aplicagdo de dominio U nesse resultado). Tendo em conta 11.3.12, podemos
considerar uma aplica¢io suave f: A — F tal que f/B = f/p. Seja U o
aberto de A, com B C U,

U={zeA||f()- f)l <)}

Pelo teorema da parti¢do da unidade I1.3.11, aplicado aos abertos U ¢ A\ B
de A, com unido A, podemos considerar duas aplicagdes suaves
v, A — [0,1] tais que ¢ seja nula fora de U, v seja nula em B e, para
cada x € A, p(z) + ¢(x) = 1, em particular, para cada x € B, ¢(x) = 1.
Seja agora h: A — I’ a aplicaco suave definida por

h(z) = p(a)f(z) + P(a)g(@).
Para cada = € B, tem-se h(x) = f(z) = f(x) e, reparando que, sempre que
o(x) # 0, tem-se = € U, e portanto || f(z) — f(z)|| < 6(x), vemos que, para
cadaz € A,
Ih(z) = f(@)]| = llp(@) f () + (@)g(z) — p(2)f (@) = P(@)f ()] =

= (@) (f (@) = f(2)) +(@)(g(z) = f(@))] <
< @) |f(x) = f(@)ll + ¢(2)llgz) — f(@)] <
< p(x)6(x) + P(z)o(z) = 6(x),
como queriamos. O

§4. Variedades sem bordo.

I1.4.1 No que se vai seguir, e no sentido de simplificar os enunciados, vamos
muitas vezes limitar o estudo ao caso das aplicagdes de classe C* e dos
difeomorfismos de classe C'°. O leitor que o desejar verificard muito
facilmente como obter enunciados analogos, exigindo apenas que as
aplicagdes sejam de classe C*, para k suficientemente grande.

I1.4.2 Sejam E e F' espagos vectoriais reais de dimensdo finita, zo € A C E e
Yo € B C F. Diz-se que o par (A4,zg) é localmente difeomorfo ao par
(B, yo) se existe um aberto U de A, com zy € U, um aberto V' de B, com
yo € V, e um difeomorfismo f:U — V, verificando f(x¢) = yo. Diz-se
entdo que f é um difeomorfismo local de (A, x) sobre (B, yo).
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Um caso particular € aquele em que se pode escolher U = A e V = B; nesse
caso também se diz que (A4, xg) e (B,yo) sdo difeomorfos e que f € um
difeomorfismo de (A, o) sobre (B, yo).

11.4.3 A relagdo “...¢é localmente difeomorfo a...” é uma relagdo de equivaléncia.
Dem: A tnica parte ndo completamente trivial ¢ a transitividade. Sejam por-
tanto 0 € ACE, € BCF e 2€C CG, tais que (A,z9) seja
localmente difeomorfo a (B,yo) e (B,yo) seja localmente difeomorfo a
(C, z)). Podemos entdo considerar um difeomorfismo local f: U’ — V', de
(A, zo) sobre (B,yp), e um difeomorfismo local g: V" — W, de (B, yo)
sobre (C,zp). Se os abertos V' e V" de B coincidissem, tinhamos o
problema resolvido, visto que, como ¢é evidente, go f: U’ — W” seria um
difeomorfismo local de (A, () sobre (C, zy). No caso geral, reparamos que,
uma vez que f ¢ g sdo, em particular, homeomorfismos, podemos concluir
que U=fYV'NnV") e W=g(V'NV") sio abertos em U' ¢ W”, e
portanto também em A e C, respectivamente, com xy € U e z; € W, sendo
entdo imediato que

gvevr o fru:U — W
¢ um difeomorfismo local de (A, x) sobre (C, z). O

I1.4.4 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita, zyp € £ ¢ A e B dois

subconjuntos de E, contendo xg, e coincidindo na vizinhanga de x,. Tem-se
entdo que (A, zg) e (B,xp) sdo localmente difeomorfos; mais precisamente,
sendo V vizinhan¢a de zp em E, com ANV =BNV, U=int(V) e
U =ANU = BNU, a aplicagdo identidade de U’ é um difeomorfismo
local entre aqueles dois pares.
Como caso particular do que acabamos de dizer, se 7o € A C E e se A’ é
uma vizinhanga de zy em A, entdo A e A’ coincidem na vizinhanga de xg
(tem-se A’ = ANV, para uma certa vizinhanca V' de x, em E) e portanto
(A, o) e (A, z) sdo localmente difeomorfos.

11.4.5 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensdo finita, xyp € A C E,
Yo € BC F e f:U — V um difeomorfismo local de (A4, zy) sobre (B, yy).
Tem-se entdo que Df,, ¢ um isomorfismo de T,,(A) sobre T, (B), que
aplica t,, (A) sobre t,,(B) e t; (A) sobre t; (B).

Dem: E uma consequéncia imediata de 11.2.14 ¢ 11.1.2. O

11.4.6 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita e g € M C E. Diz-se
que o par (M,zy) é uma variedade sem bordo’! com dimensdo n se
existirem um espago vectorial F', de dimensdo n, e yy € F tais que (M, xg)
seja localmente difeomorfo a (F, ). Diz-se entdo também que o conjunto
M ¢ no ponto xy uma variedade sem bordo com dimensdo n. A um

31Por vezes utiliza-se o termo variedade em vez de variedade sem bordo. A razio por que
utilizamos este ultimo ¢ a de que encontraremos mais adiante uma noc¢do mais geral,
relativamente a qual empregaremos o termo variedade.
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difeomorfismo local de (M, zy) sobre (F,yp) costuma-se dar o nome de
carta local de M no ponto x.

Figura 1

Dizemos que o conjunto M ¢é uma variedade sem bordo se, para cada
x € M, (M,z) é uma variedade sem bordo (com uma dimensdo que pode
eventualmente variar de ponto para ponto32). No caso em que, para cada
x € M, opar (M, z) é uma variedade sem bordo, com a mesma dimensgo n,
dizemos também que M ¢ uma variedade sem bordo com dimensdo n.

I1.4.7 Intuitivamente, uma variedade sem bordo com dimensao n é portanto um

conjunto que, localmente, € parecido com um espaco vectorial de dimensdo
n. Uma variedade sem bordo com dimensdo 1 € o que estamos habituados a
chamar de curva e as variedades sem bordo com dimensdo 2 correspondem a
nocdo usual de superficie.
No nosso caso estamos a atribuir a nocdo intuitiva de parecido o significado
difeomorfo. Se por parecido entendéssemos homeomorfo, obteriamos uma
nog¢do mais fraca, a de variedade topologica. Por exemplo, pode-se verificar
que a unido dos quatro lados dum quadrado ¢ uma variedade topologica sem
bordo, embora ndo seja uma variedade sem bordo, no sentido que utilizamos
neste curso.

I1.4.8 (Exemplos) a) Como primeiro exemplo, trivial, de variedade sem bordo
com dimensdo 7, temos o de um aberto U de um espago vectorial £ de
dimenséo n: Para cada = € U, (U, x) ¢, com efeito, localmente difeomorfo a
(E,x) (cf. 11.4.4).

b) Um segundo exemplo trivial de variedade é o das variedades de dimensao
0:Sexy € M C E, opar (M, xy) é uma variedade sem bordo com dimensio
0 se, e so se, o € um ponto isolado de M, isto é, se, e sO se, 0 conjunto
unitario {z(} ¢é aberto em M. Para o constatarmos, basta reparar que um
espago vectorial de dimensdo 0 € constituido pelo unico vector 0 ¢ que uma
bijeccdo entre conjuntos unitarios ¢ sempre um difeomorfismo, uma vez que
as aplicagdes constantes sdo suaves.

¢) Como primeiro exemplo ndo trivial de variedade sem bordo, podemos
considerar o duma hipersuperficie esférica. Consideremos em R", com

32Ver no entanto o que dizemos adiante em I1.4.11.
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n > 1, o produto interno canénico e a norma associada e seja S C R" a
hipersuperficie esférica de centro 0 e raio 1,

S={zeR"||z] =1} =
(. m) €RY |2 b b a = 1),

Consideremos um elemento arbitrario xy = (zgq, ..., Zo,) € S. O facto de se
ter zo? + -~ +x02 =1 implica que podemos fixar k tal que zg; # 0.
Suponhamos, para comegar, que z(;, > 0. Podemos entdo considerar o aberto
U de S formado pelos (z1,...,2,) € S tais que zx >0 e o aberto V de
R"! constituido pelos (t1,...,t,—1) tais que t2 +---+12_; <1 e vai ter
lugar um difeomorfismo f: V' — U definido por

f(th 7tn71) = (tb 7tkf17 \/1 - t% - ti_lat/ﬁ 7tn71)s
difeomorfismo cujo inverso ¢ a aplicagdo g: U — V, definida por
9(@1, . mn) = (X1, e Bty Tl 1y oo 5 Tn)-

Uma vez que f aplica o ponto (Zgp,...,Zop_1,L0kr1s--->L0op) €M
(Zo1y -+« Topgs - -+, Loy ), concluimos que S é no ponto x, uma variedade sem
bordo de dimensdo n — 1. A mesma conclusio se tira no caso em que
xoy < 0, tomando para U o aberto formado pelos (z1,...,2,) € S tais que
x), < 0 e pondo o sinal — atras do sinal da raiz na defini¢do do difeomor-
fismo f. Concluimos assim que S ¢é uma variedade sem bordo, com
dimensdo n — 1. E claro que, no caso em que n = 1, S é o conjunto discreto
com dois elementos {—1, 1}, portanto uma variedade de dimens&o 0.

O exemplo anterior serd reexaminado adiante, em I1.4.33, de forma mais sim-
ples e mais geral.

I1.4.9 (Notas) a) Se F' ¢ um espaco vectorial real de dimensdo n e se yy € F), o
par (F,yo) é localmente difeomorfo ao par (F,0); para o verificarmos basta
notar que a translagdo 7_,:F — F, que a cada y associa y — gy, € um
difeomorfismo (com a translagdo 7,, como difeomorfismo inverso), que
aplica yp em 0. Uma vez que a relagdo localmente difeomorfo é de equiva-
1éncia, concluimos que, se um par (M, xy) é uma variedade sem bordo com
dimensdo n, entdo ele ¢ mesmo localmente difeomorfo a um par do tipo
(F,0), com F espago vectorial real de dimensgo n.

b) Se F ¢ um espago vectorial real de dimensdo n, entdo existe um
isomorfismo \: R"™ — F'. Basta, com efeito, fixar uma base y1,...,y, de F' e
definir A por

)\(ala ...70,71) =a1y1 + -+ apYn.

Uma vez que este isomorfismo é evidentemente também um difeomorfismo,
que aplica 0 em 0, concluimos que (F,0) e (R™,0) sdo localmente
difeomorfos pelo que, como anteriormente, vemos que, se (M, xg) ¢ uma
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variedade sem bordo com dimensio n, entdo (M, xy) é mesmo localmente
difeomorfo ao par (R", 0).

11.4.10 Se (M,xz;) é uma variedade sem bordo com dimensio n, entdo
to,(M) =t} (M) = T,,(M) é um espago vectorial de dimensdo n. Em
particular, a dimensdo de uma variedade sem bordo num dos seus pontos ¢é

um namero bem definido.

11.4.11 Suponhamos que (M, zy) é uma variedade sem bordo com dimensdo n.
Existe entdo um aberto U de M, com =z € U, tal que, para cada x € U,
(M,z) é também uma variedade sem bordo com dimensdo n. Em
consequéncia, se M ¢é uma variedade sem bordo conexa, entdo M tem a
mesma dimensdo em todos os pontos.

Dem: Sejam F' um espago vectorial real de dimensdo n e yy € F' tais que
exista um difeomorfismo local f:U — V de (M, x) sobre (F,yp). E entdo
imediato que, para cada z € U, f é também um difeomorfismo local de
(M, z) sobre (F, f(z)), o que mostra que (M, z) é também uma variedade
sem bordo com dimensdo n. No caso em que M ¢ uma variedade sem bordo
conexa, 0 que acabamos de ver mostra que, para cada inteiro n, o conjunto
M, dos pontos de M onde a dimensdo é n ¢ um aberto de M pelo que, uma
vez que M ¢é a unido destes abertos, que sdo disjuntos dois a dois,
concluimos que ndo pode haver mais que um deles que seja ndo vazio, ou
seja, a dimensdo de M em todos os pontos é a mesma. O

11.4.12 Sejam o e M C E e 3y € M C E, tais que (M, x) e (M,yo) sejam
variedades sem bordo, com dimensdes m ¢ n respectivamente. Tem-se entdo
que o subconjunto M X M de E x E é, no ponto (xg,yn), uma variedade
sem bordo com dimensdo m + n.

Dem: Podemos considerar espagos vectoriais F' e f?, com dimensodes m € n,
respectivamente, ¢ difeomorfismos locais f:U — V, de (M,x() sobre
(F,0), e f:U —V, de (M,y,) sobre (F,0). F x F & entdo um espago
vectorial de dimensdo m+n e tem lugar um difeomorfismo local
fXT:UxU—VxV,de (M x M, (x,y0)) sobre (F x F,(0,0)). O

I1.4.13 Suponhamos, mais geralmente, que, para cada 1< j< N,
zj, € M; C E; sido tais que (Mj,z;,) ¢ uma variedade sem bordo com
dimensdo n;. Tem-se entdo que (M; x --- x My, (x1g,...,2Znp)) € uma
variedade sem bordo com dimensdo nqy + --- + ny.

Dem: Trata-se de uma generalizacdo imediata da demonstragdo precedente,
em que apenas as notagdes sdo um pouco mais pesadas. O

I1.4.14 Sejam M C E uma variedade conexa, F' um espago vectorial de
dimenso finita e f: M — F uma aplicagdo de classe C' tal que, para cada
x €M, Df, =0¢€ L(T,(M); F). Tem-se entdo que f ¢é uma aplicagdo
constante.
Dem: Comecemos por mostrar que, se £y € M, entdo existe um aberto U de
M tal que a restrigdo de f a U seja constante. Consideremos entdo um aberto
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V de R”, com 0 € V, um aberto U de M, com x(y € U, e um difeomorfismo
©:V = U, com ¢(0) = xp. Se necessario substituindo V' por um aberto
mais pequeno, por exemplo uma bola aberta de centro 0, podemos ja supor
que V ¢ conexo. Pelo teorema de derivagdo da fungdo composta, a aplicagdo
de classe C! f o p: V — F tem derivada nula em todos os pontos, pelo que,
tendo em conta 1.5.19, f o ¢ é constante, o que implica que a restri¢do de f a
U=¢(V) também ¢é constante. A partir de agora a demonstragio ¢é
puramente topologica: O que acabamos de mostrar implica que, para cada
be F, o conjunto {x € M | f(z) =b} & aberto em M; uma vez que este
conjunto ¢é evidentemente também fechado, o facto de a variedade M ser
conexa implica que este conjunto ou é igual a () ou igual a M e daqui
podemos concluir que a aplicagdo f ndo pode tomar mais que um valor. [

Os resultados precedentes podem ser considerados como a parte trivial da
teoria das variedades sem bordo. Os resultados que se vdo seguir vao ser
mais interessantes ¢ de demonstragdo menos trivial e ttm em comum o
facto de utilizarem de modo essencial o teorema da fungdo inversa,
estudado no capitulo 1.

11.4.15 Sejam E um espago vectorial real de dimensdo n e xyp € M C E. Tem-se
entdo que (M, x) ¢ uma variedade sem bordo de dimensdo n se, e so se,
xo € int(M). Em particular, um conjunto M C E ¢ uma variedade sem
bordo com dimensao igual a de E se, ¢ s6 se, M for um aberto de E.

Dem: Se z( € int(M), vimos em I1.4.4 que (M, x) ¢ localmente difeomorfo
a (F,xg), pelo que é uma variedade sem bordo com dimensdo n.
Suponhamos, reciprocamente, que M ¢ uma variedade sem bordo, com
dimensédo n, no ponto xy. Podemos entdo considerar um espago vectorial real
F, de dimensdo n, e um difeomorfismo local f:U — V de (F,0) sobre
(M, zp). Tem-se entdo que Dfy: F' — T, (M) é um isomorfismo, o que
implica que T,,(M) é um subespago vectorial de dimensdo n do espago
vectorial E de dimensdo n, portanto Ty, (M) = E. Concluimos assim que
D fy é um isomorfismo de F' sobre F, pelo que, aplicando o teorema da fun-
¢do inversa, podemos garantir a existéncia de um aberto U’ de F, com
0 € U’ C U, tal que a restrigdo de f seja um difeomorfismo de U’ sobre um
aberto V' de E. Uma vez que o = f(0) € V' e que V' C V C M, deduzi-
mos finalmente que x( ¢ um ponto interior a M. O

11.4.16 (Teorema da funcdo inversa para variedades) Sejam zp € M C E e

yo € M C E tais que (M, z0) e (M,y,) sejam variedades sem bordo e seja

f:M — M uma aplicagio suave, tal que f(zg)=yo e que

D fuy: Ty (M) — T, (M) seja um isomorfismo. Existe entio um aberto U de

M, com xy € U, e um aberto U de ]\7[, com gy € U, tais que a restri¢ao de f

seja um difeomorfismo de U sobre U. Em particular, para cada = € U,
Dfp: To(M) — Ty (M) também é um isomorfismo.
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Dem: Sejam F' e F espagos vectoriais de dimensdo finita, 1 V -0 um
difeomorfismo local de (F',0) sobre (M, yy) e o: V' — U’ um difeomor-
fismo local de (F,0) sobre (M, x(). Tendo em conta a continuidade de f,
vemos que, se necessario substituindo ¢ por uma restri¢do, podemos ja supor

que se tem f(U’) C U'. Podemos entdo considerar a composta
Yo fop:V =V,
que ¢ uma aplicagdo suave para a qual
D@~ o frmop)g = (Diby) ' o Dfyy 0 Doy F — F

¢ um isomorfismo. Estamos portanto em condi¢des de aplicar a versao do
teorema da funcdo inversa no quadro dos abertos para concluir a existéncia
de um aberto V de F, com 0 € V C V', tal que a restricio de )~ ! o fruroe

seja um difeomorfismo de V' sobre um aberto V de F,o qual verifica eviden-
temente 0 € V7 C V. Podemos agora considerar o aberto U = (V') de M,
que contém x(, € 0 aberto U= z/)(T/) de M , que contém 1y, tendo-se entdo
que a restricdo de f vai ser um difeomorfismo de U sobre U, por ser a
composta do difeomorfismo de V' sobre v, restricdo de ! o f /U1 © p, com

os difeomorfismos V — U e U — V, restri¢des de v e de ¢!, respectiva-
mente. A ultima afirmacdo do enunciado resulta de que a derivada de um
difeomorfismo ¢ um isomorfismo. O

A demonstrag¢ao que acabamos de apresentar pode parecer, a primeira vis-
ta, um pouco confusa, mas a ideia que estd por detrds dela ¢ muito
simples: Para estudarmos, no quadro das variedades, uma propriedade de
tipo local que ¢ ja conhecida no quadro dos abertos de espagos vectoriais
de dimensdo finita, usamos cartas, que olhamos intuitivamente como
fotografias, e aplicamos o resultado ja conhecido, ao nivel das fotografias,
usando de novo as cartas para obter o resultado pretendido, ao nivel das
variedades. No nosso caso, os difeomorfismos locais ¢ e 1 permitem

. .. -~/ o~
olhar intuitivamente para os abertos V', de F, e V', de F', como fotogra-

fias dos abertos U’, de M, e 17,, de N ; deste ponto de vista, a aplicagdo
v lof /v © ¢ pode ser olhada como uma fotografia da aplicagdo f/;, ou,
se quisermos, como uma fotografia local da aplicacdo f.

Teremos ocasido de encontrar mais adiante outros exemplos de generali-
zagdes deste tipo e omitiremos as respectivas demonstracdes quando
forem do tipo da que acabamos de apresentar. Espera-se naturalmente que
o leitor procure fazer sozinho essas demonstragdes, pelo menos até se
sentir convencido de que elas sdo completamente evidentes.

Vamos estudar agora duas generalizagdes do teorema da fungdo inversa,
em que, em vez de exigirmos que a derivada da aplicagdo seja um isomor-
fismo, exigimos, num caso, que ela seja uma aplicagdo linear injectiva e,
no outro caso, uma aplicacdo linear sobrejectiva. Em ambos os casos
comegamos por examinar as versdes ao nivel dos abertos de espagos
vectoriais de dimensdo finita e enunciamos em seguida as generalizagdes
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as variedades sem bordo, que sdo consequéncias simples daquelas
versOes. Estes dois teoremas vao ter consequéncias importantes para a
teoria das variedades.

I1.4.17 (Teorema da derivada injectiva) Sejam F' ¢ F espagos vectoriais reais
(respectivamente complexos), com dimensdes m e n, V' C F' um aberto e
[V - F uma aplica¢do suave (respectivamente holomorfa). Seja o € V'
tal que Df,: F — F seja uma aplicacdo linear injectiva. Existe entdo um
espago vectorial real (respectivamente complexo) GG, de dimensdo n — m,
um aberto V de F', com xg € V C V', um aberto W de G, com 0 € W, um
aberto V de F, com f(xzo) € V, e um difeomorfismo (respectivamente
difeomorfismo holomorfo) ¢:V x W — V tal que, para cada z €V, se
tenha f(z) = g(z,0), em particular, f(V) C V.

v oYy e
Id | lg
V —— vV
vV

Dem: O facto de Df,, ser uma aplicagdo linear injectiva implica que
Df,,(F) é um subespago vectorial de dimenséo m de F pelo que podemos
considerar um subespago vectorial G de F', com dimensdo n — m, tal que
tenha lugar a soma directa F=D Jz,(F) @ G (por exemplo, o ortogonal de
D, (F), relativamente a um produto interno que se considere em /F). Seja
¢:V' x G — F aaplicagdo suave definida por

g’(x,z) = f(l’) +z.

Tem-se ¢'(x0,0) = f(xy) e a aplicagdo linear Dg’m_ro):F x G — F esta
definida por

Dg/(xo,O) (U, w) = DfTU (U) +w.

O facto de ter lugar a soma directa atras referida e de a aplicagdo linear D f,
ser injectiva implica trivialmente que a aplicagdo linear Dgzw) ¢ também
injectiva pelo que, uma vez que F' x G e F' tém a mesma dimensdo n, esta
ultima aplicagdo linear vai ser um isomorfismo. Estamos assim em condic¢des
de aplicar o teorema da fungdo inversa para garantir a existéncia de um
aberto de F' x G, contendo (x,0) e contido em V' x G, que podemos ja
supor ser da forma V' x W, com zy € V aberto de ' e 0 € W aberto de G,
tais que a restrlg:ao g de ¢ aV x W seja um difeomorfismo de V' x W sobre
um aberto V de F, sendo imediato, pela definigdo de ¢, que se tem

9(z,0) = f(z). m|
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As conclusdes do resultado precedente podem ser enunciadas de modo
equivalente dizendo-se que f aplica V em Ve que a composta de
fviV— V com o difeomorfismo g VoVxWeéa aplicagdo de V'
em V x W definida por z — (z,0).

De maneira menos precisa, mas mais incisiva: Toda a aplicagdo suave de
derivada injectiva ¢, localmente ¢ a menos de difeomorfismo, uma
aplicagdo do tipo = — (z,0).

11.4.18 Em geral, se E e E sio espacos vectoriais de dimensédo finita, M C E ¢
M c E sio subconjuntos arbitrarios e f: M — M ¢éuma aplicagdo, diremos
que f é uma imersdo no ponto xy se f for suave e a aplica¢do linear
Dfpy: Ty (M) — Tf(xo)(]ﬁ\f ) for injectiva e que f & uma imersdo se for uma
imersdo em todos os pontos de M.

Repare-se que, nesta definigdo, o papel de M ¢ ilusério: Uma aplicagio
M — M é uma imersdo em xog € M se, e s6 se, o for enquanto aplicagdo
M — FE.

I1.4.19 (Teorema da imersio em variedades sem bordo) Sejam (M, x() e
(M, o) duas variedades sem bordo, com dimensdes mn e n respectivamente,
e seja f: M — M uma imersdo em x tal que f(2() = yo. Existe entdo:

a) Um aberto U de M, com xy € U, e um aberto U de M, com ¥ € [7, tais
que f(U) c U;

b) Espagos vectoriais F' ¢ GG, com dimensdes m ¢ n — m, respectivamente, e
abertos V de F,com0 € V,e W de G,com0 € W;

¢) Difeomorfismos ¢:V — U, com ¢(0) =z, ¢ v:V X W — U, com
¥(0,0) = yo;

De modo que a composta 1)~ o f/U op:V — V x W esteja definida por
' — (2,0).

v WYy w
vl Ly
U —— U
U

Dem: Usando difeomorfismos locais, reduzimos facilmente este resultado a
versdo ja estabelecida do teorema da derivada injectiva. O

11.4.20 (Teorema da derivada sobrejectiva) Sejam F' e F espacos vectoriais
reais (respectivamente complexos) de dimensdes m e n, V' C F um aberto,
f:V - F uma aplicagdo suave (respectivamente holomorfa) e zo € V' tal
que a aplicagdo linear Df, : F — F seja sobrejectiva. Existe entdo um
espaco vectorial real (respectivamente complexo) GG, de dimensdo m — n,
um aberto V de F, com g € V C V', um aberto V de F, com f(zg) € v,
um aberto W de G, com 0 € W, e um difeomorfismo (respectivamente
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difeomorfismo holomorfo) ¢:V x W — V, verificando as condigdes
9(f(z0),0) = x¢ e, para cada (y,2) eV xW, f(g(y,2)) =y, em
particular, f(V)=1V.

(y,2)—y

VxWwW Vv
gl | 1d
Vv _— Vv
v

Dem: Seja G C F' o subespago vectorial nticleo de D f;, :
G =ker(Df,,) = {u€ F | Dfy,(u) = 0},

O facto de a aplicagdo linear D f,, ser sobrejectiva implica que a dimensdo
de G é m —n. Consideremos uma aplicagdo linear m: F — G, tal que
m(u) = u, para cada u € G (por exemplo, a projec¢do ortogonal sobre G,
relativamente a um produto interno que se fixe em F').Seja agora
/f: V - FxGa aplicagdo suave definida por

F(x) = (f(2), m(@ = a9)).

Tem-se f(z) = (f(z0),0) e a aplicagdo linear D/fxo:F — FxG esta
definida por

Df,,(u) = (Dfu,(u), m(u)).

Se fosse D?zn(“) =0, olhando para a primeira componente da férmula
anterior, conclufamos que D f,,(u) = 0, ou seja, u € G, e portanto, olhando
para a segunda componente, v = 7(u) = 0. VerificAmos portanto que a
aplicag@o linear D}'x“:F —FxGé injectiva, pelo que o facto de F' e
F x G terem a mesma dimensdo m implica que é mesmo um isomorfismo.
Estamos portanto em condigdes de aplicar o teorema da funcdo inversa para
garantir a existéncia de um aberto V de F, com zp € V C V’, tal que a
restricdo de ? a V seja um difeomorfismo de V' sobre um aberto de FxaG,
que, se necessario substituindo V' por um aberto mais pequeno, pode-se ja
supor ser da forma V x W, com V aberto de 1?', contendo f(zy), e W aberto
de G, contendo 0. Seja g:f/ x W — V o difeomorfismo inverso desta
restrigdo de f. E claro que g(f(20),0) = . Por fim, dado (y,z) € V x W,
tem-se evidentemente f(g(y,z)) = (y,2) pelo que, tendo em conta a
definicdo de f, y = f(g(y, 2)). O

Como anteriormente, podemos dizer, de modo menos preciso, mas mais
incisivo, que toda a aplicagdo suave com derivada sobrejectiva ¢,
localmente ¢ a menos de difeomorfismo, uma aplicagdo do tipo
(4, 2) = .
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11.4.21 Em geral, se F ¢ E sio espacos vectoriais de dimenséo finita, M C E ¢
M c E sio subconjuntos arbitrarios e f: M — M ¢é uma aplicagdo, diremos
que f é uma submersdo no ponto xy € M se f for suave e a aplicagdo linear
D foy: Ty (M) — Tz, (M) for sobrejectiva e que f é uma submersdo se for
uma submersdo em todos os pontos de M.

Repare-se que, ao contrario do que acontecia com as imersdes, o papel de M

nesta definicéo ja é essencial.

11.4.22 (Teorema da submersio em variedades sem bordo) Sejam (M, x() e
(M ,Yo) variedades sem bordo, com dimensdes m e n, respectivamente, e
fiM— M uma submersio no ponto xg tal que f(xg) = yo. Existe entdo:

a) Um al)erto U de M, com zy € U, e um aberto U de M, tais que
fU)="0; R

b) Espagos vectoriais de dimensdes n e m — n, respectivamente, F' ¢ G ¢
abertosf/deﬁ,como S T/,ereG,comO ew,

¢) Difeomorfismos <p:‘7 x W — U, com ¢(0,0) = xzg, ¢ 1/):‘7 — ﬁ', com
¥(0) = yo; R R

De modo que a composta 1/)‘1 o f/U op:V xW — V esteja definida por
(y,2) =y

(v, 2)—y

VxW Vv
¢l 1Y
U - U
Jo
Além disso, nas condig¢des anteriores, f é ainda uma submersio em cada

pontoxz € U.
Dem: Usando difeomorfismos locais, reduzimos facilmente este resultado,
sem a ultima afirmagdo, a versdo ja estabelecida do teorema da derivada

sobrejectiva. A ultima afirmagdo resulta de que, para cada (y/, z) € VxWe
(v',w) € F x G, sai, por derivacio da igualdade ¥(y') = f(p(v/, 2)),

Dipy (V") = Doy ) (D (v, w)),

pelo que o facto de D1, ser um isomorfismo implica trivialmente que a
aplicagdo linear D f,, .) € sobrejectiva. O

Vamos estudar agora alguns resultados importantes que sdo consequéncia
do teorema da imersdo.

11.4.23 Sejam (M, x¢) uma variedade sem bordo, B uma parte arbitraria dum
espaco vectorial £ de dimensdo finita e f: M — B uma imersdo no ponto
xo. Existe entdo um aberto U de M, com xq € U, tal que a restrigdo f/; seja
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um difeomorfismo de U sobre f(U) (ao contrario do que se passa no
teorema da fungdo inversa, ndo afirmamos que f(U) seja aberto em M ). Em
particular, para cada x € U, f é ainda uma imersdo no ponto x.

Dem: Comecemos por reparar que o papel de B ¢€ ilusdrio, visto que se pode
também olhar para f como aplicagdo suave de M no espago ambiente E de
B, o que ndo altera em nada o facto de Df,, ser uma aplicacdo linear
injectiva (agora de T,,(M) em E). Sendo 1y = f(x), podemos aplicar o
teorema da imersdo para variedades sem bordo (cf. 11.4.19) e garantir a
existéncia de abertos U de M, com zy € U, ¢ U de E, com ¥ € [7, de es-
pacos vectoriais de dimensio finita F' ¢ G, de abertos V' de F,com0 € V, e
W de G, com 0 € W, e de difeomorfismos ¢:V — U e ¢: V x W — U,
com (0) = z0 e ¥(0,0) = g, de modo que se tenha f(U) C U e que a
composta

w_lof/Uow:V—ﬂ/XW

esteja definida por ' — (2,0). Esta composta é um difeomorfismo de V'
sobre a sua imagem, igual a V' x {0}, a aplica¢do inversa sendo a restri¢do
da projecgdo (z', z) — 2. Concluimos agora que

FO) = fe(V)) =" o fry o p(V)) = 9(V x {0}),

pelo que a aplicagio f/;: U — f(U) vai ser a composta dos difeomorfismos
e U=V, ¢ lofipop:V—Vx{0} e oV x {0} — f(U),
sendo portanto um difeomorfismo de U sobre f(U). Em particular, para cada
x € U, Df, ¢ um isomorfismo de 7T’,(M) sobre Ts(,y(f(U)), e portanto uma
aplicagdo linear injectiva. O

I1.4.24 O resultado precedente poderia levar-nos a acreditar que uma imersio
fosse obrigatoriamente um difeomorfismo sobre a sua imagem. Tal ndo € o
caso, como decorre das duas observagdes seguintes:

a) Uma imersdo, embora seja sempre localmente injectiva, pode ndo ser uma
aplicagdo injectiva. Para nos convencermos disso, basta pensar, por exemplo,
na aplicagio f:R — R? definida por f(t) = (cos(t),sin(t)), que é uma
imersao periodica, com periodo 27.

b) Uma imersdo, mesmo que seja injectiva, pode nao ser um difeomorfismo
sobre a sua imagem. Um exemplo classico desta situagdo ¢ o da aplicagdo do
intervalo |0, 27 para R?, que a t associa (sin(t), sin(2t)), que é uma imersio
suave e injectiva, cuja imagem ¢é a figura oito (este exemplo serd examinado
com mais cuidado na alinea d) de VI.5.13). Esta imersao injectiva ndo ¢ um
difeomorfismo sobre a sua imagem, nem sequer um homeomorfismo, como
se reconhece, por exemplo, se repararmos que a imagem ¢ compacta, sem
que o dominio o seja. Veremos adiante, em I11.4.26, que uma imersdo
injectiva que seja um homeomorfismo ¢ automaticamente também um
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difeomorfismo.

Figura 2

11.4.25 Sejam M C FE variedade sem bordo e f: M — E uma imersdo. Sejam G
um espago vectorial de dimensdo finita, C' C G um subconjunto arbitrario e
g: C' — M uma aplicagdo continua, tal que a composta f o g: C — E seja de
classe C?. Tem-se entdo que a aplicagdo g: C — M é de classe C?.

Dem: Seja zy € C arbitrario. Por 11.4.23, podemos considerar um aberto U
de M, com g(z) € U, tal que a restrigdo f,; seja um difeomorfismo de U
sobre f(U). Pela continuidade de g, podemos considerar um aberto W de C,
com 2y € W, tal que g(WW) C U. Tem-se entdo que a restricio de ga W é de
classe C?, por ser a composta da restri¢do da aplicagdo de classe C? foga
W, com o difeomorfismo de f(U) sobre U, inverso da restrigdo de f a U. O
facto de a nogdo de aplicagdo C? ser local implica finalmente que g: C' — M
¢ uma aplicacdo de classe C?. O

11.4.26 (Corolario) Sejam M C FE variedade sem bordo e f: M — E uma
imerséo que seja um homeomorfismo de M sobre f(M). Tem-se entdo que
f € um difeomorfismo de M sobre f(M), em particular, f(M) é também
uma variedade sem bordo.
Dem: Tendo em conta o resultado precedente, a aplicagdo continua de (M)
sobre M, inversa de f, ¢ também suave, por isso acontecer a sua composta
com f, igual & inclusdo de f(M) em E. O

11.4.27 (Fotografia duma subvariedade) Seja (]\7[ , ) uma variedade sem bor-
do, com dimenséo n, e seja M C M tal que g € M e que (M, x) seja uma
variedade sem bordo, com dimensdo m. Existem entdo espagos vectoriais F’
e G, com dimensdes m e n — m, respectivamente, conjuntos abertos U de
M, com xoeﬁ, Vde F,com0e€V,e W de G, com 0 € W, e um
difeomorfismo ¢: V x W — U, tal que 1(0,0) = z e que
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v HONM)={(y,2) €V xW | z=0}.

Dem: Aplicando o teorema da imersdo em variedades sem bordo a inclusdo
v M — M, podemos considerar espagos vectoriais F' ¢ GG, com dimensdes
m e n — m, abertos U de M e U’ de M, comxy €U’ C [7/, abertos V' de
F,com0eV’', e W de G, com 0 W, e difeomorfismos ¢: V' — U’ e
YV x W — (7/, tais que »(0) = =, ¥'(0,0) = =, e
W oV = V! x W esteja definida por 3 — (y,0). A ideia é mostrar
agora que ¢ verifica quase a propriedade do enunciado (as plicas sdo por
causa do quase) e verificar em seguida que com uma restrigdo conveniente
de ¢’ temos o problema resolvido. Em primeiro lugar, se (y,z) € V' x W' é
tal que z = 0, vem ¢/(y, 2) = /(' " 0 o(y)) = @(y) € U' € M pelo que
tudo o que seria necessario mostrar era que, se (y,z) € V' x W’ ¢ tal que
V' (y,z) € M, entdo z = 0. Isto, infelizmente, pode ser falso, pelo que vamos
tentar reduzir os abertos de modo a deitar fora os pontos pirata (cf. figura 3).

pontos pirata G

Figura 3

O facto de U’ ser aberto em M implica a existéncia de um aberto U de M,
tal que U' =M NU. A continuidade de ¢/ no ponto (0,0) implica a
existéneia de abertos V de F, com 0V CV/, e W de G, com
0eW c W', tais que /(V x W) C U. Seja U = ¢/(V x W), que é um
aberto de M contendo z e contido em U N U e seja P:V x W — U o
difeomorfismo restri¢io de v'.E claro que, por v ser restrigio de v/, se
(y,2) €V x W ¢ tal que z =0, entdo ¥(y,z) € M. Reciprocamente, se
(y,2) €V x W é tal que ¥(y, z) € M, vem 1(y,z) € M NU = U’, donde
a existéncia de ' € V' tal que ¢(y, z) = ¢(y'); podemos entdo escrever

Uy, 2) =Py, 2) = o(y) = ¢'(¥/,0),
pelo que a injectividade de ¢ implica que (y,z) = (¢/,0), em particular

z = 0, o que termina a demonstragdo. O

Intuitivamente, e por defini¢do, uma variedade sem bordo é uma coisa
torta que admite localmente fotografias direitas (abertos de espagos
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vectoriais). O ponto fundamental na proposicdo anterior ¢ que, quando
temos uma variedade sem bordo contida noutra, podemos tomar uma
fotografia direita da variedade grande de modo que a parte da variedade
pequena que esta nessa fotografia ¢ ainda direita. A fotografia ndo serve
s6 para estudar a variedade pequena; ela descreve também o modo como
esta estd metida na variedade maior.

Passamos agora a estabelecer algumas consequéncias importantes do
teorema da submersao.

11.4.28 Sejam (M, x0) e (M, o) duas variedades sem bordo e f: M — M uma
aplicagdo suave, tal que f(z) = yo. Sdo entdo equivalentes as duas proprie-
dades seguintes:

a) A aplicago f é uma submersdo em z;

b) Existe um aberto U de M, com Yo € U, ¢ uma aplicagdo suave
g:U — M, tal que g(yo) = x0 e que, para caday € U, f(g(y)) = y.33

Além disso, quando estas propriedades se verificarem, para cada vizinhanca
Ade xgem M, f(A) é uma vizinhanga de yy em M.

Dem: Supondo verificada a condigdo b), obtemos por derivacdo de ambos os
membros da identidade f(g(y)) = v,

Dfz 0 Dgy, = Ide/n(M)

o que implica trivialmente que a aplicagdo linear Df, ¢ sobrejectiva.
Suponhamos, reciprocamente, que D f,, ¢ uma aplicagéo linear sobrejectiva.
Pelo teorema da submerséo para variedades sem bordo, vao existir abertos U
de M, com zp € U e U de M, com Yo € U, , €spacos vectoriais de dimensdo
finita I e &, abertos V de F, com OEV, e W de G, com 0e W, e
difeomorfismos cp:‘A/ xW —=U e w'V — U, verificando as condigdes

»(0,0)==x0 e w( ) = Yo, de modo que fU)=0U e que a composi¢do
P lo fruop: VW=V esteja definida por (y/, z) — 3. Podemos entdo
considerar a aplicagdo suave g: U — M, definida por

9(y) = e(v"'(y),0),

a qual verifica g(yo) = zo €

W) =@ (fle(@(y),0)))) = (y) =v.

Para provarmos a tltima afirmacdo do enunciado basta vermos que f(M) é
uma vizinhanga de yy em M , visto que, se A for uma vizinhanga de xy em
M, podemos aplicar a referida conclusdo a restricdo de f a A, que ainda
verifica evidentemente a propriedade a) do enunciado. Ora o facto de f(M)

33Costuma-se traduzir esta tltima condigdo dizendo que g é uma sec¢do suave de f sobre
o aberto U.
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ser uma vizinhanga de y, em M ¢ uma consequéncia de yy pertencer ao
aberto U = f(U), que esta contido em f(M). O

I1.4.29 A dltima afirmagdo do resultado precedente pode ser reenunciada
dizendo que f ¢ uma aplicagdo aberta no ponto x.
Em geral, diz-se que uma aplicagdo f: M — M, entre dois espacos
topologicos, € aberta no ponto o € M se, para cada vizinhanca A de x,
f(A) é uma vizinhanga de f(x)), ou, 0 que ¢é equivalente, se, para cada
aberto U de M, com zy € U, f(U) é uma vizinhanga de f(xp). Em
particular, as aplica¢des abertas f: M — M, isto &, as aplicagdes f com a
propriedade de f(U) ser aberto em M, para cada aberto U de M, sdo
precisamente as aplicagdes que sdo abertas em todos os pontos de M.

11.4.30 (Corolario) Se M ¢ M sdo variedades sem bordo e se fiM— M éuma
submersdo, entdo f ¢ uma aplicaco aberta.

11431 Sejam M C E e M C E variedades sem bordo e f: M — M uma
submersdo sobrejectiva. Se H ¢ um espago vectorial de dimensdo finita,
C' C H um subconjunto ¢ h: M — C é uma aplicagio tal que a composta
ho f: M — C sejade classe C?, entdo h: M — C éde classe C?.

Dem: Seja y, € M arbitrario. O facto de f ser sobrejectiva implica a
existéncia de =g € M, tal que f (xg) = yo. Deduzimos entdo, de 11.4.28, a
existéncia de um aberto U de M, com Yo € U, e de uma aphcag:ao suave

g:U — M, tal que g(yo) =0 e que, para cada ye U, f(g(y)) =v.
Concluimos daqui que a restrigdo de h a Ué¢ce, por ser a composta das
aplicagdes C? ho f: M — C e g: U — M. O facto de a nocdo de aplicagdo
de classe C” ser local garante finalmente que h: M — C ¢é de classe C?. O

11.4.32 (Construcio de variedades como imagens reciprocas) Sejam (M, x)
e (M , o) variedades sem bordo, com dimensdes m e n, respectivamente, e
f:M — M uma submersio no ponto z, tal que f(zg)=yo. Seja
Yo € M c N , tal que (M /, yo) seja uma variedade sem bordo, com
dimensdo n’. Sendo entdo

M = fYMY={ze M| f(z)e M},

tem-se que (M’ ,xy) ¢é uma variedade sem bordo, com dimensdo
m—(n—-n') e T,(M) é o conjunto dos u € T, (M) tais que
Dfy,(u) € T, (3.

Dem: Tendo em conta o teorema da submersdo em variedades sem bordo,
podemos considerar abertos U de M, com xy € U, e U de M , com yy € U R
espagos vectoriais de dimensdes n € m — n, Fe G, abertos Vde F , com
0eV, e W de G, com 0€ W, e difeomorfismos 90'17 xW —U e
¥:V — U, verificando ¢(0,0) = z e 1(0 ) = 4, de modo que f(U) =T e
que a aplicagio composta ¢! o fruoep: VxW =V esteja definida por
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(W, 2) =y
Vxw L2, ¢
@‘ J P
U ——— U
fu

Para cada = € U, vem z = ¢(y/, z), com (y,z) € V x W, tendo-se, por
. ~ 7 1 r
definigdo, z € M’ se, e s6 se, f(x) € M, ou, por outras palavras se, e s0 se,

Y =7 (fle(y,2) € ¢ (M N D).

O facto de ¥ ser um difeomorfismo e de M NT ser um aberto de M /,

o AN .
contendo g, implica que (M NU) é no ponto 0 uma variedade sem
bordo com dimensdo n’. O que vimos atras mostra-nos que

e UM NU) =y (M nT) x W,

pelo que »1(M’'NU) é no ponto (0,0) uma variedade sem bordo com
dimensgo n' + (m — n). O facto de ¢ ser um difeomorfismo implica agora
que M’ N U, e portanto também M’, & no ponto xy uma variedade sem bordo
com dimenséo n' + (m —n) = m — (n — n’). Provemos por fim a afirmagéo
relativa aos vectores tangentes. O facto de se ter M’ C M implica
trivialmente que T),,(M’) C T,,(M). Dado u € T, (M), o facto de Dy
ser um isomorfismo de I x G sobre T, (M), que aplica o espago vectorial
T(O’[))(z/fl(]\?/ﬂﬁ) x W) sobre T,,(M’), implica que se pode escrever
u = Do) (v, w), com (v, w) € F x G, e que se tem entdo u € T}, (M) se,
e s se

(v,w) € T<070)(¢*1(]\T NT)x W) =Ty (M nT)) x G,

isto é, se, € so se, v € To(wfl(ZVA[/ N 17)), o que ¢ ainda equivalente, tendo
em conta o facto de ¢ ser um difeomorfismo, & condigdo de se ter
Dify(v) € Ty[)(l\z/). Mas, o facto de ¢~ o f; o ¢ ser a aplicagdo definida
por (y, z) — y' implica que

V= D(z/)_1 o f/U o 90)(0,0)(71710) =

= (Do) (D fr, (Do) (v,0))) =
= (Do) (D fr,(w)
pelo que o que dissemos atras mostra que se tem u € T, (M') se, e s6 se,

~/

Dfxo(u) € Tyo(M ) 0
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Veremos adiante que, no quadro da proposi¢do precedente, a hipotese de
f ser uma submersdo em z;, pode, em certos casos, ser substituida por
uma hipotese mais fraca (a condi¢@o de transversalidade).

Uma maneira mais simples de nos lembrarmos da formula para a
dimensdo da imagem reciproca ¢é utilizar o conceito de codimensio.
Chama-se codimensdo de uma subvariedade a diferenga entre a dimenséo
da variedade ambiente e a da variedade em questdo. Vemos portanto que,
nas condi¢des da proposi¢do anterior, a codimensdo de M’ na variedade

M ¢ igual a codimensao de M’ na variedade .

Reparemos também que, no quadro da proposi¢do precedente, ¢ simples
recordar a caracterizagdo dos vectores tangentes a M’ em z: O facto de
se ter M’ C M implica trivialmente que todo o vector tangente a M’ em
x ¢ também tangente a M em x; e o facto de a restri¢do de f aplicar M’
em A implica que D f,, aplica T,,,(M’) em Ty,)(ﬁ[/). Tudo o que temos
que lembrar é que o teorema afirma que estas condi¢des necessarias para
um vector pertencer a Ty, (M) sdo também suficientes.

Como exemplo de aplicagdo do resultado precedente, apresentamos a
seguir uma prova simples de que as hipersuperficies esféricas sdo varie-
dades, assim como uma caracterizagdo dos respectivos espagos vectoriais
tangentes.

I1.4.33 Sejam E um espago euclidiano de dimensdo n > 1, zp € Eer>0¢e
consideremos a hipersuperficie esférica S, (z¢) C F, de centro x e raio r,

Sp(xg) ={z € E ||z — zo|| =7}

Tem-se entdo que S, (x) ¢ uma variedade sem bordo com dimenséo n — 1 e,
para cada x € S,(zg),

T.(Sr(m0)) = {u € E | (x — mg,u) = 0}.34

Dem: Seja f:EF — R a aplicagdo suave definida por f(z)=
(x — xg,x — xp), para a qual se tem Df,(u)=2(x — xg,u). Vemos
portanto que, para cada x # zy, Df,: E — R ¢é uma aplicagdo linear
sobrejectiva (D f.(z — z9) = ||z — z0]|> # 0 e uma aplicagdo linear com
valores em R, que ndo seja identicamente nula é sobrejectiva), em particular,
isso acontece para cada x € S,(z). Uma vez que E ¢ R, sendo espagos
vectoriais, sdo trivialmente variedades sem bordo com dimensdes n € 1,
respectivamente, e que o conjunto unitario {r?} ¢é evidentemente uma
variedade de dimensdo 0, o resultado precedente garante-nos que S,(xg) é
em todos os pontos uma variedade sem bordo com dimensdo n — 1 e que,
para cada x € S,(x), T;(S,(x0)) é o conjunto dos vectores u € FE tais que
(x — xp,u) = 0. O

I1.4.34 Um caso particular de 11.4.32, que se encontra frequentemente na pratica
~ ~/
¢é aquele em que M = R"™, yo = (by,...,b,) e M € o conjunto unitéario {y,},

340s vectores tangentes sdo portanto, neste caso, aqueles que sio perpendiculares ao raio.
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portanto uma variedade sem bordo com dimensdo 0. Nesse caso, a aplicagdo
suave f: M — R™ vai ter n componentes, que sdo as aplicagdes suaves
fi,---, fa: M — R definidas por

f(@) = (fi(@), ..., ful),

e o conjunto M’ vai ser o conjunto dos pontos x € M tais que se tenha
fi(z) = by, falx) =bs,..., fu(x) =b,, ou seja, vai ser o conjunto das
solugdes de um sistema de equagdes. Concluimos portanto que, se (M, xg) €
uma variedade sem bordo com dimensdo m, o conjunto das solugdes de um
sistema de n equagdes (verificadas pelo elemento ) vai ser em xy uma
variedade sem bordo com dimensido m — n,35 isto se se verificar a hipotese
fundamental de a derivada D f;, ser uma aplicacdo linear sobrejectiva de
T, (M) sobre R".36

Esta hipotese fundamental pode ser enunciada, de modo equivalente, em
termos das derivadas em x, das aplicagdes componentes fj: M — R,
j=1,...,n,com a exigéncia de que as aplicagdes lineares

Dfi(xo), Dfa(x0), . D fulwo): Toy (M) — R

sejam elementos linearmente independentes de L(7,,(M);R), o que traduz,
a0 menos intuitivamente, a ideia que as diferentes equag¢des devem ser inde-
pendentes junto de xy. O facto de estes dois enunciados da hipotese
fundamental serem realmente equivalentes € uma consequéncia imediata do
lema de Algebra Linear que enunciamos em seguida.

I1.4.35 (Lema de Algebra Linear) Sejam E um espago vectorial real de
dimensdo m, A:E — R" uma aplicagdo linear ¢ Ay,..., \: E — R as
aplicagoes lineares componentes, definidas por

Au) = (M(w),...,, \(w)).

Tem-se entdo que A ¢ uma aplicagdo linear sobrejectiva se, e sO se, as
aplicagdes lineares Ap, ..., A, forem elementos linearmente independentes de
L(E;R).

Dem: Consideremos em R" o produto interno usual. As aplicagdes lineares
A1, .-, Ay sdo linearmente dependentes se, e sO se, existirem nimeros reais
ai, - .., ay, ndo todos nulos, tais que, para cada u € F,

ar A (uw) + -+ apA,(u) =0,

isto é, tal que (ai,...,a,) seja um vector de R" ortogonal ao subespago
vectorial A(E) de R™. Por outras palavras, aquelas aplicagdes lineares séo
linearmente dependentes se, e so se, o complementar ortogonal do subespago

35Portanto a codimensio ¢ igual ao niimero de equagdes.

36F evidente que teria que haver alguma hipétese restritiva, sem o que nada nos impedia
de escrever duas vezes a mesma equagdo, o que ndo alterava em nada o conjunto das
solugdes.



130 Cap. II. Vectores Tangentes e Variedades

vectorial A\(E) de R"™ for ndo nulo, o que é equivalente a dizer que
AME) #R™ O

Vamos agora estabelecer uma generalizagdo do resultado sobre a cons-
trugdo de variedades como imagens reciprocas, onde a hipdtese de a
derivada de f em z ser sobrejectiva € substituida por uma hipdtese em
geral mais fraca. Comegamos para isso por estabelecer um lema.

11.4.36 (Lema) Seja (M Yo) uma variedade sem bordo com dimensdo n e seja
yo e M ¢ M tal que (M Yo) seja uma variedade sem bordo com dimensao

n/. Existe entio um aberto U de M, com yoeU, e ¢g:U — R"™,
submersio no ponto x tal que g(yo) = 0, de modo que se tenha

o~/ P ~
M NU={yeU]|gly) =0}

Por outras palavras, toda a subvariedade pode ser definida localmente por um
sistema de equagdes, verificando a hipotese de independéncia referida em
11.4.34.

Dem: Este lema vai ser uma consequéncia do resultado sobre fotografia
duma subvariedade referido em I1.4.27. Esse resultado permite-nos
considerar espagos vectoriais F' ¢ GG, com dimensdes n’ € n — n’, conjuntos
abertos UdeM,comyo S (7, VdeF,com0eV,eWdeG,com0e W,
e um difeomorfismo ¥:V x W — U tal que ¥(0,0)=yp e que
1/1’1(]\//2/ N U) seja o conjunto dos (y/,z) € V x W tais que z = 0. Podemos
entdo considerar a aplica¢do suave §: U— G, composta do difeomorfismo
YU -V x W coma segunda projec¢do mo: V x W — W C G. Tem-se
9(yo) =0, a aplicagdo linear Dg, ¢ sobrejectiva, como composta da
aplicac@o linear sobrejectiva my: F' X G — G com o isomorfismo

D)y T, (M) — F x G,

S s . oL ~
e M NU vai ser o conjunto dos y € U tais que g(y) = 0. Por fim, para
substituir G por R"~", basta tomar para g a composta de § com um
isomorfismo jui: G — R"". O

I1.4.37 (Versao mais geral do resultado sobre construc¢do de variedades
como imagens reciprocas) Sejam (M, xg) e (M ,Yo) variedades sem bordo,
com dimensdes m e n, respectivamente e f: M — M uma aplicacdo suave
tal que f(xo) = yo. Seja yo € M ¢ N tal que (M/,yo) seja uma variedade
sem bordo, com dimensdo n’ e suponhamos verificada a seguinte condi¢do
de transversalidade:

DfTo( T(J(M)) +Tyo(M/) = Tyo(M)

(trata-se da simples soma de subespagos vectoriais, ndo obrigatoriamente
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uma soma directa).3” Sendo entdo
M= f7() = { € M| f(z) € N},

tem-se que (M’ ,xy) ¢é uma variedade sem bordo, com dimensdo
m—(n—n)e
~/
Ty (M') = {u € Ty, (M) | Dfy,(u) € T, (M)}
Dem: Pelo lema anterior, podemos considerar um aberto U de M , com
yo € U, e uma aplicagio suave g:U — R, tal que g(yo) =0 e que
Dgy,: T, (M) — R™" seja sobrejectiva, de modo que, para cada y € U, se
tenha y € v se, e 80 se, g(y) = 0, resultando entdo de 11.4.32 que
~/ A~

T, (M) = {v € T;,(M) | Dgy,(v) = 0}.
Pela continuidade de f, podemos considerar um aberto U de M, com
zo € U, tal que f(U) C U. Seja f = go fr, que ¢ uma aplicagdo suave de
U em R"™", verificando 7(900) =0, e reparemos que, paracada x € U,
tem-se x € M’ se, e 80 se, f(x) = 0, por outras palavras,

M AU =7 ({0}) ={e €U | F(x) = 0}.

Vamos agora verificar que a condi¢do de transversalidade implica que a apli-
cagdo linear D?IO:T,FO(M ) — R™" ¢ sobrejectiva. Ora, dado w € R"™"
arbitrério, podemos escolher v’ € T}, (M) tal que Dg,,(v') = w e a condigdo
de transversalidade implica a existéncia de u € Ty, (M) e de v € T, (M /)
tais que v’ = D f,, (u) + v”; tem-se entdo Dg,, (v") = 0, pelo que

w = Dgyn(v/) = Dgyr) © Dfdbr)(u) + Dgyn(vﬂ) = D/fx[)(u)‘

Podemos agora aplicar 11.4.32 para garantir que M’ N U, e portanto M’, é,
no ponto x;, uma variedade sem bordo, com dimensédo m — (n — n’), e que
T,,(M") é o conjunto dos u € T,,,(M) tais que

Dgyo(DfTo(u)) = D?TU(U) =0,

isto &, tais que se tenha D f, (u) € Tyo(M/)- O
I1.4.38 (Corolario) Sejam (M ,Yo) uma variedade sem bordo, com dimenséo n e

M e M’ dois subconjuntos de M, contendo yq, e tais que (M, o) e (M, yo)
sejam variedades sem bordo, com dimensdes m e m’, respectivamente.

37E claro que esta condigdo se encontra automaticamente verificada no caso em que a

aplicagdo linear D f, : T, (M) — T,, (M) ¢ sobrejectiva, as duas condigdes sendo equi-
oy . oy .

valentes no caso em que M ¢ o conjunto unitario {yp}.



132 Cap. II. Vectores Tangentes e Variedades

Supondo verificada a condicdo de transversalidade

Tyo (M) + Tyo (M/) = Tyo (M)’

tem-se entdo que a intersecgdo M N M’ é, no ponto 7y, uma variedade sem
bordo, com dimensdo m +m’ —n, e

TZ/(J(M N M/) = Tyo(M> n TZ/U(MI)

Dem: Basta aplicarmos o resultado precedente a incluséo ¢: M’ — M, repa-
rando que M N M’ é a imagem reciproca de M por meio desta inclusdo. [

Examinamos agora outro resultado que se revela frequentemente util para
provar que certos conjuntos sdo variedades sem bordo

11.4.39 (Segundo teorema da submersio) Sejam F e I espacos vectoriais de
dimensdo finita, o € M C F, tal que (M,x) seja uma variedade sem
bordo, yo € AC F e f:M — A uma submersio no ponto xy tal que
f(zy) = yo. Tem-se entdo que (A, yo) é uma variedade sem bordo.

Dem: Vamos dividir a demonstragdo em varias alineas:

a) Fixemos produtos internos em E e F' e seja G = T, (A)*. Vamos provar
nesta alinea a existéncia de um aberto U de M, com zy € U, ¢ de um aberto
V de G, com 0 € V, tais que, para cada (z,z) € U x V se tenha

flx)+ze Aez=0.

Suponhamos, com efeito, que isso ndo acontecia. Considerando para U e V
bolas abertas de M e G com centros zy € 0 e raio %, concluiamos a
existéncia de sucessdes de elementos x,, € M, com x,, — xg, € z, € G, com
zn, — 0, tais que z, #0 e f(x,)+ 2z, € A. Uma vez que o conjunto dos
vectores de G com norma 1 ¢ fechado e limitado, e portanto compacto,
podiamos ja supor, se necessario tomando subsucessdes, que existia z € G,

com ||z|| =1, tal que 11 — % Podiamos entdo considerar as sucessdes de
“n

elementos f(z,) + z, e f(z,) de A, ambas convergentes para f(xo) = yo, €

de reais estritamente positivos ”Zl—”, para as quais se tinha

((f(mn) + Zn) - f(xn)) —Z,

(EA

o que implicava que z € t; (A) C T},(A), uma contradigdo, tendo em conta
o facto de se ter T, (A) N G = {0}.
b) Seja g: U x V — F' a aplicagdo suave definida por

9w, 2) = f(x) + =

Vamos verificar que a derivada Dg(,, 0): Ty, (M) x G — F ¢ sobrejectiva.
Com efeito, dado ¢ € F', podemos escrever ¢ =a +b, com a € T, (A) e
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b € G e existe entdo u € T, (M) tal que D f,,(u) = a, vindo entdo
Dg(z,0)(u,0) = Dfy,(u) +b = c.

¢) Tendo em conta 11.4.28, podemos concluir que existe um aberto W de F,
com yg € W e uma aplicagdo suave h: W — U x V tal que h(yo) = (20, 0)
e que, para cada y €W, g(h(y)) =y. Por outras palavras, sendo
hi1:W — U e hg: W — V as aplicagdes suaves componentes de h, definidas
por h(y) = (h1(y), ha(y)), tem-se hi(yo) = xo, ha(yo) =0 e, para cada
y €W, f(hi(y)) + ha(y) = y.

d) Vamos mostrar que a derivada Dhy,: F' — G € sobrejectiva.

Ora, por derivagdo da identidade f(h(y)) + ha(y) = y, obtemos, para cada
weF,

w = Dflo(DhllJn(U))) + Dh?l/ﬂ(w)’

com wao(Dhlyn(w)) € T’yr)(A) € Dh2y[>(w) € G = Tl/n(A)l’ 0 que mostra
que Dhy, (w) é a projec¢do ortogonal de w sobre (7, em particular, se
w € G, w = Dhy, (w).

e) Para cada y € W, o facto de se ter y = f(h1(y)) + ha(y), com hy(y) € U
e ho(y) € V, implica, pelo que vimos em a), que y € A se, e sO se,
ha(y) = 0. O teorema de construgdo de variedades como imagens reciprocas

garante agora que W N A, e portanto A, é no ponto gy, uma variedade sem
bordo. O

Apresentamos em seguida um primeiro exemplo de aplicacdo do resultado
precedente. Outros exemplos aparecerdo na proxima secgao.

[1.4.40 (Teorema da aplicacio idempotente) Sejam M C E uma variedade
sem bordo ¢ f: M — M uma aplicagdo suave idempotente, isto ¢, tal que
fof=f.Tem-se entdo que

f(M) ={z e M| f(x) ==z}
¢ uma variedade sem bordo e, para cada z € f(M),

Dem: Comecemos por notar que {x € M | f(z) = x} estd evidentemente
contido em f(M) e que a inclusdo oposta resulta de que, se y € f(M),
tem-se y = f(x), para um certo « € M, donde f(y) = f(f(z)) = f(x) = y.
Por derivagdo da identidade fo f = f, deduzimos que, para cada
x € f(M), Df, o Df, = Df, e portanto, como anteriormente,

DfAT,(M)) = {u € T(M) | Dfo(w) = u}.

O facto de, para cada x € f(M) se ter f(x) = x implica, por derivagdo, que,
para cada v € T,.(f(M)) C T,.(M), tem-se D f,(u) = u, em particular u
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pertence & imagem de Df,: T, (M) — T,(f(M)). Podemos agora aplicar o
segundo teorema da submersdo para garantir que f(M) é uma variedade em
z e que T (f(M)) = D fo(T:(M)). O

Vamos terminar esta sec¢do com o estudo de outra consequéncia do
teorema da fungdo inversa, do mesmo tipo que os teoremas da imersdo e
da submersdo. Este resultado, embora importante, ndo serd utilizado no
resto deste trabalho.

[1.4.41 (Teorema da caracteristica constante) Seja xyp € M C E tal que
(M, z0) seja uma variedade sem bordo, com dimensio m. Sejam E um
espago vectorial de dimensdo n e f: M — E uma aplicagdo suave tal que
todos os subespagos vectoriais Df,(T,(M)) de E tenham a mesma
dimensio n’.38 Existe entdo um aberto U de M, com x, € U, tal que f(U)
seja uma variedade sem bordo com dimenséo n'.

Dem: Compondo f com um difeomorfismo local conveniente, ficamos redu-
zidos a provar o resultado no caso em que M ¢ um aberto dum espago
vectorial ' de dimensdo m, xy =0 e, para cada x € M, Df,(F) é um
subespago vectorial de dimensdo n’ de E.

Seja G C F o subespago vectorial de dimensdo m — n’

G = {ue F | Dfy(u) = 0}
e seja m: F' — G uma aplicagdo linear tal que, para cada u € G, 7(u) = u

(por exemplo, a projec¢do ortogonal de F' sobre G, relativamente a um
produto interno que se considere em F). Do mesmo modo, seja

7:E — Dfy(F) uma aplicagio linear tal que, para cada v e Dfo(F),
7(v) = v. Sendo entdo

H={veE|#() =0},

que é um subespago vectorial de dimensio n — n’ de F, vai ter lugar a soma
directa

E=Dfy(F)®H,

em que a projec¢do associada de E sobre D fo(F) é precisamente 7
(v ="7(v) + (v —7(v)), onde se tem 7(v — 7(v)) = 0). Consideremos agora
a aplicacdo suave p: M — D fo(F') x G definida por

?(z) = (@(f(x)), 7(x)).

Vem $(0) = (v9,0), com yo=7(f(0)), e a derivada Dy, F —
Dfy(F) x G esta definida por

38Por outras palavras, D f, tem caracteristica constante /.
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Dpy(u) = (®(D fo(w)), w(w)) = (D fo(u), w(u)).

Se u € F ¢ tal que Dgy(u) =0, tem-se, olhando a primeira componente,
Dfy(u) =0, logo u € G, e entdo, olhando a segunda componente,
0 = m(u) = u. Ficou portanto provado que D@, é uma aplicagdo linear
injectiva, logo um isomorfismo, visto que F' e Dfy(F) x G tém a mesma
dimensdo m. Podemos agora aplicar o teorema da func¢do inversa para
garantir a existéncia de um aberto U de M, com 0 € U, tal que a restrigao ¢
de @ seja um difeomorfismo de U sobre um aberto de Dfy(F) x G, que
podemos ja supor da forma V' x W, com V e W bolas abertas de centros y
e 0, respectivamente.

Se (y,2) € V x W, tem-se (y,z) = p(z), com z = ¢ !(y,2), e portanto
y =7(f(x)). Podemos portanto escrever, tendo em conta a soma directa
E=Dfy(F) & H,

foe™y,z) = f(z) =y +h(y,2),

com h:V x W — H aplicagio suave. Para cada (y,2) € V x W, o facto de
D(¢™ ) (y,2): Dfo(F) x G — F ser um isomorfismo implica, pela hipotese
da caracteristica constante, que

D(f o ()071)(1172)(Df0(F) X G) = Dfu;*‘(y,z)(F)
¢ um subespago vectorial de dimensédo n' de E. O facto de se ter
D(fo gp’l)(W)(v, w) = v+ Dhy, (v, w)

implica que este subespago contém, em particular, os vectores da forma
v+ Dhyy ) (v,0), com v € D fo(F), sendo portanto igual ao conjunto destes
vectores, por este constituir também um subespago vectorial de dimensdo n’
(tem lugar a aplicagdo linear injectiva, que a v associa v + Dhy, .)(v,0), por
ter lugar a soma directa E=D fo(F) @ H). Resulta daqui que, para cada
w e G,

Dh(%z)(ov w) = D(f © ‘P_l)(y,z)(oy w)’

que estd naquele subespago, tem que ser da forma v+ Dhy, .)(v,0), pelo
que, mais uma vez por ter lugar a soma directa referida, tem que ser v =0, e
portanto

Dh(y7z)(0, w) = Dh(y"z)(v, 0) = Dh(y7z)(07 0) =0.

Em consequéncia, para cada y € V, a aplicagdo da bola aberta W em H, que
a z associa h(y,z), tem derivada identicamente nula, pelo que ela é
constante. Podemos portanto escrever

foo  y,2) =y+h(y,2) =y+h(y,0) = fop '(y,0),
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pelo que
fU)=fop ™ (VxW)=fop (Vx{0}).

O facto de a restrigdo de fop ! a V x {0}, que estd definida por
(y,0) — y + h(y,0), ser um difeomorfismo sobre a sua imagem (que ¢é
bijectiva resulta da soma directa referida e, pela mesma razéo, a inversa esta
definida por 3’ — (7(y'),0)) implica agora que f(U), tal como V x {0}, é
uma variedade sem bordo, com dimensio n’. O

§5. Alguns exemplos importantes de variedade

Vamos estudar nesta sec¢do alguns exemplos de variedade sem bordo que
aparecem com frequéncia nas aplicagdes. O primeiro exemplo ¢é algo
trivial, na medida em que se esta em presenga de um aberto de um espago
vectorial de dimens@o finita, e é aqui apresentado apenas como referéncia.

II.5.1 Sejam E e F' espagos vectoriais, reais ou complexos, de dimensdo n.
Tem-se entdo que o conjunto L, (F; F') dos isomorfismos &: E — F é um
aberto de L(E;F) e, consequentemente, uma variedade sem bordo, com
dimensdo n? no caso real e dimensdo 2n? no caso complexo.

Dem: O facto de termos um aberto de L(FE; F') ja foi estabelecido em 1.8.1,
pelo que basta repararmos que L(F;F) é um espago vectorial, real ou
complexo, de dimensio n?, sendo, no segundo caso, um espago vectorial real
de dimensdo 2n?. O

I1.5.2 O caso particular do resultado anterior em que E = F ¢é especialmente
importante, usando-se a notagdo G L(FE) para designar o aberto L, (E; E)
de L(FE; E) e escrevendo, com maior precisdo, GLg(FE) ou G L¢(E) quando
for importante tornar claro qual o corpo dos escalares que estd em jogo. A
razdo da importincia especial deste caso estd em que GL(FE), além de ser
uma variedade, tem uma estrutura de grupo, definida pela operagdo de
composi¢do, em que o elemento neutro é Idp e o elemento inverso de um
isomorfismo & E — E ¢ o isomorfismo inverso ¢!, A GL(E) da-se
também o nome de grupo linear geral.

I1.5.3 Em geral, chama-se grupo de Lie a uma variedade sem bordo GG, munida
de uma estrutura de grupo, relativamente a qual sdo suaves a aplicagdo
G xG— G,(g,h) — g-heaaplicagio G — G, g+ g L.

11.5.4 A variedade GL(F), com a sua estrutura de grupo, ¢ um grupo de Lie.
Dem: A suavidade da operagdo de composi¢do GL(F) x GL(FE) — GL(E)
¢ uma consequéncia de se tratar da restricdo de uma aplica¢do bilinear
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L(E;E) x L(E;E) — L(E; E). A suavidade da aplicagio, &+~ &1,
GL(FE) — GL(E), foi estabelecida em 1.8.1. O

I1.5.5 No caso em que o corpo dos escalares ¢ R, GL(E) ¢ unido de dois
subconjuntos abertos disjuntos, GL (F) e GL_(E), constituidos respectiva-
mente pelos isomorfismos &: E — FE que verificam det(£) > 0 (ou seja, que
conservam as orientagdes) e por aqueles que verificam det(§) < 0 (ou seja,
que invertem as orientagdes). Aqueles subconjuntos sdo, em particular,
variedades sem bordo, com a mesma dimensdo que GL(E), e o primeiro é
também um subgrupo e portanto, trivialmente, um grupo de Lie.

I1.5.6 Sejam E e F espacos vectoriais, reais ou complexos, com dimensdes m ¢
n, respectivamente, munidos de produto interno. O subconjunto O(FE; F') de
L(E; F), constituido pelas aplicagdes lineares ortogonais, ¢ entio uma
variedade compacta sem bordo com dimensao mn — w, no caso real, e

2mn — m?, no caso complexo. Além disso, o espaco vectorial tangente em
A€EO(E;F)é

T\(O(E;F)) ={a€ L(E;F) |a"o A+ X oa = 0}.

No caso complexo é mais frequente utilizar a notagdo U (E; F) em vez de
O(E; F), mas continuaremos a usar esta ultima quando for cémodo tratar
simultaneamente os casos real e complexo.

Dem: Para cada A € L(E; F), tem-se (A" o A)* = A" 0o A** = A" o A, pelo
que, sendo L., (E; E) o subespago vectorial real de L(FE;E) constituido
pelas aplica¢des lineares autoadjuntas, podemos considerar uma aplicagdo
suave ®: L(FE; F) — Lo (E; E) definida por ®(\) = A* o A\. Uma vez que,
tendo em conta 1.2.30, O(E; F) é o conjunto dos A € L(E; F) tais que
®(X\) = Idg, vemos que O(E;F) ¢é fechado em L(E;F) e o facto de
O(E; F) ser efectivamente uma variedade resultard do teorema de constru-
¢do de subvariedades como imagens reciprocas se mostrarmos que, para cada
A € O(E; F), aderivada D®): L(E; F) — L. (F; E), que esta definida por
D®, (o) = a* o A+ A" o, é uma aplicagdo linear sobrejectiva. Ora, dado
B € Lu(E; E), podemos considerar o elemento = 3Ao 3 € L(E;F),
para o qual se tem

1 1
DOy(a) = (2AoB) oA+ X0 (1r0 ) =
:%ﬂ*O)\*o)\—i-%)\*O)\Oﬁ:ﬁ,

0 que prova a sobrejectividade. O mesmo teorema garante-nos que
T\(O(E; F)) é o espago referido no enunciado e que a dimensédo de O(E; F')
¢ a diferenca entre a dimensdo de L(F; F') (igual a mn, no caso real, e 2mn,
no caso complexo) e a dimensio de L,,(E; F). Para provar que a dimensio
de O(E; F) ¢ a referida no enunciado, resta-nos mostrar que a dimenséo de

(m+1) 2

’ 1 .
L. (E;E) é %, no caso real, e m~, no caso complexo. Fixemos, para
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isso, uma base ortonormada em E e consideremos o isomorfismo de L(F; E)
sobre o espago vectorial M,,,(K) das matrizes com m linhas e m colunas e
coeficientes em K, que a cada aplicagdo linear associa a respectiva matriz na
base considerada. Tendo em conta 1.2.27, a imagem de L,,(F; E) por este
isomorfismo é o espaco das matrizes que coincidem com as respectivas
transconjugadas pelo que ficamos reduzidos a determinar a dimensdao do
espaco de tais matrizes. No caso real uma tal matriz fica determinada se
dermos, de modo arbitrario, os seus elementos a;; com j < k pelo que, I o

w elementos, o espaco daquelas

m(m+1)
2

conjunto destes pares (j, k), que tem

matrizes é isomorfo a R’ e tem assim dimensio . No caso complexo
uma tal matriz fica determinada se dermos, de modo arbitrario em C, os seus
elementos a;; com j < k e, de modo arbitrario em R, os seus elementos a; ;,
pelo que, notando I’ o conjunto dos pares (j, k) com j < k, que tem M
elementos, e I o conjunto dos pares (j, ), que tem m elementos, o espago
daquelas matrizes é isomorfo a C!" x R ¢ tem portanto dimensio real 2
m("QLD +m = m?. Por fim, para mostrar que O(E; F') é um subconjunto
compacto de L(F; F'), basta escolher uma das normas deste espago e mostrar
que O(E; F) é entdo um conjunto limitado. Ora, considerando a norma usual
das aplicagdes lineares entre espagos vectoriais normados, para cada

A € O(E; F), tem-se, para todo o z € E'\ {0}, M@l — 1 donde, afastando

[l]

ja o caso trivial em que E = {0}, ||[A|| = 1. O

I1.5.7 Como caso particular, vemos que, se £ é um espaco vectorial, real ou
complexo, de dimensdo n, munido de produto interno, entdo o subconjunto

O(E) de L(E;E), cujos elementos sdo os isomorfismos ortogonais
n(n—1)
2

& E — E ¢é uma variedade compacta sem bordo com dimensao
caso real, e n?, no caso complexo, o espaco tangente em Idy sendo

T1a;(O(E)) = L-aa(E; E).

, 1o

E claro que um isomorfismo &: F — F é ortogonal se, e s6 se, £ 1 = £*, em
particular, para um tal isomorfismo, tem-se, ndo s6 £* o ¢ = Idg, como
ol = Idg.

Como anteriormente, no caso complexo ¢ mais frequente utilizar a notagdo
U(E),emvezde O(F). A O(E) e U(E) da-se respectivamente os nomes de
grupo ortogonal e grupo unitario de E, designacdes que estdo de acordo
com o facto de se tratar de subgrupos de G L(FE). E claro que O(E) e U(E)
sdo ainda grupos de Lie, uma vez que as respectivas operagdes de
multiplicagdo e de inversdo sdo suaves, por serem restricdes das correspon-
dentes operagdes em GL(E).

I1.5.8 Tal como acontecia com GL(E), no caso em que o corpo dos escalares é
R, O(FE) vai ser a unido de dois subconjuntos disjuntos, abertos em O(F),
O+(F) e O_(FE), constituidos respectivamente pelos isomorfismos
ortogonais &: F — E que verificam det(¢) > 0 (ou seja, que conservam as
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orientagdes) e por aqueles que verificam det(¢) < 0 (ou seja, que invertem as
orienta¢des). Aqueles subconjuntos sdo, em particular, variedades sem bordo,
com a mesma dimensdo que O(FE), e o primeiro é também um subgrupo e
portanto, trivialmente, um grupo de Lie. Uma vez que cada um dos conjuntos
O, (F) e O_(FE) é o complementar do outro, estes conjuntos sdo também
fechados em O(FE), e portanto compactos.

O grupo O, (F) é também notado SO(FE) e conhecido como o grupo
ortogonal especial 3°

I1.5.9 Seja E um espago vectorial, real ou complexo, de dimensdo n > 1.
Tem-se entdo que o subconjunto SL(FE) de L(FE; E), cujos elementos sdo as
aplicagdes lineares £ com det(§) =1, é uma variedade sem bordo com
dimensdo n? — 1, no caso real, e dimensdo 2n? — 2, no caso complexo.
Tem-se além disso, para o espago vectorial tangente em Idg € SL(E),

T1a(SL(E)) = {a € L(E; E) | Tr(r) = 0}.

SL(FE) é um subgrupo de GL(E) e portanto. também um grupo de Lie.

Dem: O facto de SL(FE) ser um subgrupo de GL(E) é uma consequéncia
das propriedades do determinante em 1.1.22. Tendo em conta 1.7.9,
det: L(E; E) — K é uma aplicagdo suave e a sua derivada em Idp é a
aplicagdo linear complexa a — Tr(a), a qual € sobrejectiva, uma vez que
cada a € K ¢é igual a Tr(%/dg). O teorema de construgdo de subvariedades
como imagens reciprocas garante agora que SL(FE) é uma variedade em
Idg, com a dimensdo e o espago tangente indicados no enunciado. Para
vermos que SL(E) é ainda uma variedade com a mesma dimenséo em cada
€ SL(E), basta repararmos que tem lugar um difeomorfismo
L SL(E) — SL(E), definido por L¢(n) =E&on (com Lgi como
difeomorfismo inverso), o qual aplica Idg em €. O

Os proximos exemplos de variedade sem bordo serdo construidos com o
auxilio do segundo teorema da submersao.

I1.5.10 Seja E um espaco vectorial real de dimensdo par n =2p e seja
F'(E) C L(E; E) o conjunto das estruturas complexas J: E — E. Entdo
F'(E) é uma variedade sem bordo com dimensio 2p’> e, para cada
J e F(E), T;(F'(E)) é o conjunto das aplicagdes lineares o € L(FE; F)
tais que « o J = —.J o « (ou seja, o conjunto das aplicacdes antilineares para
a estrutura de espago vectorial complexo definida por J).

Dem: Seja Jy € F'(F) fixado. Uma vez que, J o J = —Idp, para cada
J € F'(F), concluimos, por derivagdo, que, para cada « € T, (F'(E)),

39A palavra “especial” e o simbolo “S” sio normalmente associados a condigdo de o
determinante ser 1 (cf. I11.5.9). O seu uso aqui respeita esse habito, uma vez que, como se
viu no exercicio 1.6, para um isomorfismo ortogonal &, a condigdo det(§) >0 ¢é
equivalente a condigdo det(¢) = 1.
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aoJy+ Jyoa=0. Reparemos agora que, para cada ¢ no aberto
GL(E) = Lis,(E; E) de L(E; E), tem-se ainda o Jyo £ € F/(E), pelo
que podemos considerar a aplica¢do suave &: GL(FE) — F'(E) definida por
®(&) = EoJyo &L, cujaderivada em Idg é

D®py,: L(E; E) — Ty (F'(E)), D®14,(8)=pB0Jy—Joof

(cf. 1.8.1). Dado « € L(E; E) tal que « o Jy = —Jj o e, em particular dado
a € Ty, (F'(E)), podemos considerar 3 € L(E; E) definido por

1 1
ﬁziJooa:—anJo,

para o qual se tem

D(I)]db,(ﬁ) = *%OLO J() o J() - %JU ] JOOOt = %OZ+ %Ol = Q,
0 que mostra que D®y,: L(E; E) — T;,(F'(E)) ¢ uma aplicagdo linear
sobrejectiva. Ficou assim provado que T, (F'(E)) é o conjunto dos
a € L(E;E) tais que aoJy=—Jpoa e, tendo em conta 11.4.39, que
F'(E) é uma variedade em Jy. Quanto a dimensdo da variedade, basta
repararmos que, como vimos, o espaco vectorial tangente é o conjunto das
aplicagdes antilineares, ou seja, o espago das aplicacdes lineares complexas
E — E, o qual é um espaco vectorial complexo de dimensio p?, e portanto
um espago vectorial real de dimensdo 2p?. O

II.5.11 Seja E um espago ecuclidiano de dimensio par n=2p e seja
F(E) C L(E;E) o conjunto das estruturas complexas compativeis
J: E — E (cf. 1.2.7). Entdo F(F) é uma variedade compacta sem bordo com
dimensio p? —p e, para cada J € F(E), T;(F(E)) é o conjunto das
aplicacdes lineares « € L(E; E) tais que o* = —a e aoJ = —J o« (ou
seja, o conjunto das aplicagdes antiautoadjuntas que sdo antilineares para a
estrutura de espaco vectorial complexo definida por J).
Dem: Comecemos por reparar que, tendo em conta 1.2.31, tem-se

F(BE)=F (E)NO(E)=F(E)N L_.(E;E).

Uma vez que F'(E) é fechado em L(E; E) e O(E) é compacto, a primeira
igualdade implica ja que F(FE) é compacto. Seja Jy € F(FE) fixado. Para
cada « € Ty, (F(E)), tem-se a € T,(F'(E)) e a € L_o(E; E), ou seja,
aoJy=—Jyoa e a’ = —a. Reparemos agora que, para cada £ no grupo
ortogonal O(E) C L(E; E), tem-se ainda £ o Jy o £* € F(E), uma vez que

(€odyot)o(Eodyof) =Eoyodyol = ~£o& = —Idp,
(EoJyo&) =€oJjol =—£oldyol.

Podemos assim considerar uma aplicagdo suave ®: O(E) — F(E) definida
por ®(&) = £o Jyo&*. Lembrando que T, (O(E)) = L_,.(E; E), vemos
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que a derivada de ® em Idg ¢ a aplicacdo linear
L_(M(E; E) — Tt]n(f(E)), D(D]db,(ﬁ) = ﬂ o Jo + Jo o ﬂ*

Dado o € L(E;E) tal que o* = —a e «aoJy=—Jyoa, em particular
dado « € Ty, (F(E)), podemos considerar § € L(F; E) definido por

1 1
6=§Jooa:—§aojo,

para o qual se tem

1 1
ﬁ*=§a*°J5=§a0J0=—ﬁ,

isto é, 8 € L_,,(E; E), vindo entdo
1 1
D®,.(B) = —gao Joo Jy — §J0 oJyoa=a,

o0 que mostra que D®ry,: L_,,(E; E) — T, (F(E)) é uma aplicagdo linear
sobrejectiva. Ficou assim provado que T (F(E)) é o conjunto dos
a € L(E; E) tais que o = —a e aoJy=—Jpoa e, tendo em conta o
segundo teorema da submersdo, que F(E) é uma variedade em .J.
Examinemos enfim a dimensdo de F(F), igual a dimensdo do espago
vectorial tangente 7', (F(F)). Para isso, comegamos por lembrar que, tendo
em conta a dimensdo de O(E), L_,,(E; E) = Tr4,(O(E)) tem dimensio
w =p(2p —1) e reparamos em seguida que L_,(E;FE) é soma
directa de Ty, (F(E)) com o espago vectorial dos a € L_,,(F; E) que
verificam «oJy=Jyoa, uma vez que a intersec¢do dos dois ¢
evidentemente {0} e que cada v € L_,,(F; E) se pode escrever na forma

y+Jooyoldy y—Jyoyody
- 2 * 2 ’

com a primeira parcela no primeiro espaco ¢ a segunda parcela no segundo.
Este segundo espago ndo ¢ mais do que o espaco das aplicagdes lineares
complexas antiautoadjuntas ' — E (relativamente a estrutura de espaco
vectorial complexo definida por Jj e ao produto interno complexo associado
ao produto interno real) e, mais uma vez, tendo em conta a dimensdo de
O(E), ele tem dimensio real p?. Podemos assim concluir que

p(2p — 1) — p* = p* — p é a dimensdo de T, (F(E)). O

I1.5.12 Seja E um espago vectorial, real ou complexo, de dimensdo n. Vamos
notar G(E) o conjunto dos subespacos vectoriais de F e, para cada
0 <k <n, G¢(F) o subconjunto daqueles cuja dimensio é k.
No caso em que E esta munido de um produto interno, notamos,
analogamente, G(F) o subconjunto de L(E;FE) cujos elementos sdo as
projeccdes ortogonais sobre subespagos vectoriais de E e, para cada
0<k<n, Gy,(E) o subconjunto de G(E) cujos elementos sio as
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projeccdes ortogonais sobre subespacos vectoriais de dimensao k.
Relembremos que, como foi observado em 1.2.35, existe uma bijecgdo
natural de G(E) sobre G(E), aplicando G (E) sobre G;(E), que associa a
cada subespago vectorial F' C E a projecgdo ortogonal mr de E sobre F' e
que se tem

G(E) = {\ € Loo(E;E) | Ao A = A}. 40

I1.5.13 Seja E um espago vectorial, real ou complexo, de dimensdo n, munido de
produto interno. Tem-se entdo que G(E) ¢ uma variedade compacta sem
bordo, tendo os G(E) como subvariedades simultaneamente abertas e
fechadas (as variedades de Grassmann), e, para cada Ay = 7 € Gi(E), a
dimensdo de G(FE) em X\ é k(n — k) ou 2k(n — k), conforme KéR ou C, e
o0 espago vectorial tangente T\, (G(F)) admite as seguintes caracterizagdes:

Ty,(G(E)) ={a € Lyu(E;E) |ao XA+ Xoa=a}
={a € Lyw(F;E) | ofF) C F* ANa(F*) C F.

Em termos de matrizes de aplicag¢des lineares relativas a decomposicdo em
soma directa ortogonal E = F' & F* (cf. 1.3.6), T),(G(E)) é o conjunto dos
a € L(E; F) cuja matriz € do tipo

0 a3,
Qg1 0 ’

com ap; € L(F; F'Y) arbitraria.

Dem: Seja A\g = 7y € G(F) fixado. O facto de se ter G(E) C L, (E; E)
implica que T),(G(F)) C Lso(E;E) e, por derivagdo da identidade
Ao A=\, vemos que, para cada a € T (G(E)), tem-se cco A\g + Ago o =
«. Reparamos agora que, se & F — E € um isomorfismo ortogonal, entdo,
paracadaz =12’ +2" € E,com 2’ € F e 2 € F*, tem-se {(x) = £(a') +
£(z"), com £(z') € §(F) e &(z") € §(F)*, pelo que E(Mo(w)) = &(a') ¢ a
projecgdo ortogonal de £(x) sobre o subespago vectorial {(F') de dimenséo k
de E, por outras palavras, a projeccdo ortogonal de FE sobre £(F) é a
aplicagdio linear £ o \g o €71 = £ 0 \g 0 £*. Podemos assim considerar a apli-
cacdo suave ®:O(F) — Gi(F) C G(F) definida por ®(§) = o Npo ¥,
que aplica Idg em )\ e cuja derivada em [dg ¢ a aplicacdo linear

Loa(E; E) = T, (G(E)), D®14,(8) = B0 X+ oo f

Dado «a € Ly (E; E) tal que avo Ao+ Agoa=a, em particular, dado
a €T, (G(FE)), tem-se

aoX+Xoao=aodlod+Aoaod=aol,

40Por esse motivo, ¢ util pensar em G(FE) como sendo “moralmente” o conjunto dos
subespacos vectoriais de E.
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donde MjoaoX =0 e vemos entdo que, sendo B =ao Xy — Ao q,
tem-se 0* = Njoa—ao X = —f,it06, 8 € L_,(F;E), e

D®y.(8) = (@oXg—Agoa)org— Ao (ol — Noa)
=aol+ Noa=uq,

0 que mostra que D®;,,.: 114, (0(E)) — T),(G(E)) é uma aplicagdo linear
sobrejectiva. Ficou assim provado que T),(G(E)) € o conjunto dos
a € L, (E; F) tais que avo A\g + Ag o @ = « €, tendo em conta 0 segundo
teorema da submersdio, que G(E) é uma variedade em \,. Por 11.4.28,
podemos garantir que ®(O(E)) é umavizinhangade Ao em G(E) e portanto,
por ®(O(F)) estar contido em G, (E), Gi(E) € também uma vizinhanga de
Ao em G(E), o que mostraque cada G (E) é aberto em G(E). Vemos agora
que, se F’ é um subespago arbitrério de dimensdo k, entdo, considerando
bases ortonormadas arbitrérias para I’ e para I e prolongando-as em bases
ortonormadas de F, podemos considerar o isomorfismo ortogonal ¢ € O(E)
definido pela condicdo de aplicar a primeira base ortonormada de F na
segunda, isomorfismo esse que vai aplicar F' sobre F”; fica assim provado
que se tem mesmo ®(O(F)) = Gi(E) pelo que, por O(FE) ser compacto,
Gj(E) é também compacto, em particular fechado em G(E). O facto de
G(E) ser aunido finita dos compactos G (E) implica que G(E) é também
uma variedade compacta. Vejamos agora que T),,(G(E)) também admite as
caracterizagBes alternativas no enunciado. Se « € L(FE;E) verifica
aoX+ Noa=aentdo, sex € F, tem-se \o(x) = x, donde

a(z) = a(Ao(@)) + do(a(z)) = a(z) + Ao(a(z)),

portanto \o(a(x)) = 0, ou sgja, a(x) € F*, e sex € F*, tem-se \o(z) = 0,
donde

a(z) = aAo(@)) + Ao(a(@)) = do(a(z)),

portanto «(x) € F. Reciprocamente, se a(F) C F* e a(F*) C F, entdo,
para cada = € F, a(A(z)) + do(a(z)) = a(z) + 0 = a(z) e para cada
z € F*, a(M(z)) + Xo(a(z)) = a(0) + a(z) = a(z) e portanto, uma vez
que E=F®F a(l(z) + N(a(z)) = a(z), para todo 0 z € E. A
caracterizagdo de T),,(G(E)) como o conjunto dos « € L,,(E; E) tais que
a(F)C F+ e of(Ft) C F é trividmente equivalente a caracterizagdo
matricial referida no enunciado e esta Ultima mostra que T),(G(E)) €
isomorfo a L(F; F'*) e tem portanto a dimensdo no enunciado. O

86. Variedades com bordo.

[1.6.1 Dissemos atras que uma variedade sem bordo, com dimenséo n, pode ser
olhada intuitivamente como um conjunto que € localmente parecido com um
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espago vectorial de dimensdo n e sugerimos graficamente meia superficie
esférica como exemplo da variedade sem bordo, com dimensdo 2. Se olhar-
mos com atengdo para esse exemplo, veremos que, para que ele funcione
devidamente, temos que supor que consideramos a meia superficie esférica
aberta,?! isto é, sem incluir os pontos do bordo (o local onde a faca cortou a
laranja). Se considerarmos a meia superficie esférica fechada ja vai haver
pontos que ndo vao ter vizinhangas abertas difeomorfas a abertos dum plano,
a saber, os pontos do bordo. Estes vdo ter, no entanto, vizinhangas abertas
difeomorfas a abertos de um semi-plano. Na mesma ordem de ideias, se
considerarmos um igloo de esquimo (ou, equivalentemente, meia casca de
laranja com uma dentada de um rato*2), vdio existir dois pontos que nio tém
vizinhangas abertas difeomorfas a abertos dum plano nem dum semi-plano,
mas tém vizinhangas abertas difeomorfas a um aberto dum quadrante.
Torna-se assim natural generalizar a nogdo de variedade sem bordo, de modo
a abarcar exemplos como os precedentes. Essa generalizagdo obtém-se
permitindo que os modelos, para além de espagos vectoriais de dimensdo
finita, possam ser, mais geralmente, abertos de certos subconjuntos destes
espacos, a que daremos o nome de sectores.

Figura 4

I1.6.2 Sejam F' um espago vectorial real de dimens@o n e 0 < p < n. Diz-se que
um subconjunto A de F' é um sector de indice p se existir uma base
wy,...,w, de I tal que A seja o conjunto dos vectores cujas ultimas p
componentes nessa base sejam maiores ou iguais a 0:

410 termo aberto ndo tem aqui um significado topoldgico. A superficie em questio nio é
evidentemente um conjunto aberto no espago vectorial ambiente.
42Supomos naturalmente que o rato tem uma dentadura de classe C™.
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A={z=aqw+ - +aw, € F| V a;>0}
i>n—p °
Em particular, F' ¢ o unico sector de indice 0 de F.
Repare-se que, para um dado sector A, podera haver, em geral, varias bases
adaptadas, isto ¢, varias bases verificando a condi¢do da definigao.

Uma questdo que se pde naturalmente ¢ a de saber se um mesmo conjunto
A C F podera ser, ao mesmo tempo, um sector com dois indices
distintos, isto é, se poderiamos encontrar duas bases adaptadas em que o
valor de p ndo fosse o mesmo. A resposta, que ¢ negativa, ¢ uma
consequéncia da seguinte caracterizagdo intrinseca do indice dum sector:

11.6.3 Se F' ¢ um espago vectorial real de dimensdo n e se A C F' é um sector de
indice p, entdo F' é o subespaco vectorial gerado por A e G = AN (—A4) é
um subespago vectorial de F', com dimensdo n — p.

Dem: Seja wy, ..., w, uma base de F’ tal que A seja o conjunto dos vectores
de F' cujas ultimas p componentes sejam maiores ou iguais a 0. Entdo
w;j € A e —A é o conjunto dos vectores cujas ultimas p componentes sdo
menores ou iguais a 0, pelo que G = AN (—A) sendo o conjunto dos
vectores cujas ultimas p componentes sdo nulas, é o subespago vectorial
gerado por wy, ..., Wy—p. O

11.6.4 Em particular, se F' é um espaco vectorial de dimensdo n e A C F' é um
sector de indice 1, G = AN (—A) é um hiperplano de F' e os semi-espagos
abertos associados (cf. 1.4.8) sdio F\ A e A\ G. Define-se entdo a
orientagdo transversa de G associada ao sector A como sendo aquela cujo
semi-espaco aberto positivo & F'\ A.

Dem: Seja wy, ..., w, uma base de F’ tal que A seja o conjunto dos vectores
de F' cuja ultima componente seja maior ou igual a 0. Tem-se entdo que
G =AnN(—A) é o subespago vectorial constituido pelos vectores com
ultima coordenada igual a 0, ou seja, o gerado por wi,...,w,_1, € daqui

concluimos a existéncia de um isomorfismo de R sobre g, que a t associa

[twy]e. Resulta daqui que as semi-rectas abertas de g sdo as constituidas
respectivamente pelos [tw,]s com t > 0 e por aqueles com ¢t < 0 pelo que
tido o que nos resta é reparar que, se w = tywy + -+ + t,w, € F, tem-se
[w]G = [tnwn]G- O

11.6.5 (Exemplos) a) Num plano, isto é, num espago vectorial de dimensdo 2, um
sector de indice 1 é um semiplano e um sector de indice 2 ¢ um angulo.
b) Num espago vectorial de dimensdao 3, um sector de indice 1 é um
semiespago (parte do espago que esta dum dos lados dum plano), um sector
de indice 2 € um diedro (parte do espago limitada por dois semiplanos) e um
sector de indice 3 € um triedro (parte do espago limitada por trés angulos
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planos).

Figura 5

I1.6.6 Sejam F' e F dois espagos vectoriais de dimensdo n e A C F' e AcCF
dois sectores de indice p. Existe entdo um isomorfismo &: F' — F, tal que
E(A) = A. R
Dem: Sejam wy, ..., w, uma base de F' e @y, ..., W, uma base de F, tais que
A seja o conjunto dos vectores de F' cujas ultimas p coordenadas sejam
maiores ou iguais a 0 e que A seja o conjunto dos vectores de F cujas
ultimas p coordenadas sejam maiores ou iguais a 0. Sendo &: F — Fo
isomorfismo que aplica cada w; em @, ¢ imediato que se tem {(A) = A O

I1.6.7 Sejam F e F' dois espagos vectoriais de dimensdo n e & F — F um
isomorfismo. Se A C F é um sector de indice p, tem-se entdo que A = £(A)
¢ um sector de indice p de F'.
Dem: Seja wy, ..., w, uma base de F’ tal que A seja o conjunto dos vectores
de F cujas ultimas coordenadas sdo maiores ou iguais a 0. Sendo
W; = &(wj), tem-se entdo que Wy, ..., W, ¢ uma base de F tal que £(A) é o
conjunto dos vectores que nesta base tém as Ultimas p coordenadas maiores
ou iguais a 0. O

11.6.8 Sejam F e F espagos vectoriais com dimensdes n e 71, respectivamente, e
ACF e ACF sectores de indices p e D, respectivamente. Tem-se entdo
que A X A ¢ um sector de indice p+ 7P do espaco vectorial F' x F, com
dimenséo n + 7.

Mais geralmente, suponhamos que, para cada 1 < j < N, F; é um espaco
vectorial de dimensdo n; e A; C F); é um sector de indice p;. Tem-se entdo
que A; X -+ x Ay € um sector de indice p; + --- + py do espago vectorial
Fy x --- x Fy, com dimensao ny + --- + ny.

Dem: Vamos demonstrar apenas a primeira afirmag@o, visto que a segunda ¢é
de demonstragdo andloga, embora com notacdo mais pesada (ou, alternati-
vamente, pode ser demonstrada por inducdo a partir da primeira). Seja
wy,...,w, uma base de F, tal que A seja o conjunto dos vectores cujas
tltimas p coordenadas sejam maiores ou iguais a 0, e seja @y, ..., W; uma
base de F, tal que A seja constituido pelos vectores cujas ultimas P
coordenadas sejam maiores ou iguais a 0. Tem-se entdo que F' X F' admite
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uma base constituida pelos vectores
(w1,0),..., (wy,0),(0,@1),...,(0,wn)
e,sex e Feye F verificam

Tr=awi + -+ apWy,
Yy = b1 + -+ + bala,

tem-se
(z,y) = ar(w1,0) + -~ + a,(wy, 0) + b1 (0,@1) + -+~ + ba(0, W),

0 que mostra que, depois de reordenarmos convenientemente os elementos da

base obtida para F' x F, A x A é constituido pelos pares (z,y) cujas ltimas
p + P componentes sdo maiores ou iguais a 0.

I1.6.9 Os resultados 11.6.6 e 11.6.7 mostram que, a menos de isomorfismo, existe
apenas um sector de indice p num espaco vectorial de dimensdo n. Um
exemplo de um tal sector € o conjunto R} C R”",

RZ:R717PXRﬂ:{(I1,,In)G]Rn| V 1’120},
j>n—p
a que damos o nome de sector canonico de indice p de R™.

Repare-se que notamos R, o intervalo [0,+occo[, que é portanto o sector
canonico de indice 1 de R.

11.6.10 Sejam F' um espaco vectorial de dimensdo n e A C F' um sector de
indice p. Tem-se entdo ty(A) = A ety (A) = Tp(A) = F.
Dem: Podemos considerar um isomorfismo &: R" — F tal que {(R}) = A e
entdo, uma vez que a restrigdo de { ¢ um difeomorfismo de R} sobre A,
concluimos que uma restrigdo de £ vai ser um isomorfismo de 7p(R})) sobre
To(A) que aplica ty(R7) sobre ty(A) e tj (R?) sobre tj(A). O resultado
ficard assim demonstrado se verificarmos as igualdades t(R}) =R} e
t7 (R})) = Ty(R}) = R". Ora, a primeira igualdade resulta de R} ser um cone
fechado e a segunda ¢ uma consequéncia de 0 ser aderente ao interior de R},
igual a R"? x ]0, +o0l[?. O

I1.6.11 Sejam E um espago vectorial de dimens@o finita e gy € M C E. Diz-se
que o par (M, xy) é uma variedade com dimensdo n e indice p se existir um
espago vectorial F' de dimensdo n e um sector A C F' de indice p, tal que
(M, x0) seja localmente difeomorfo a (A, 0). Diz-se entdo também que M ¢,
no ponto xy, uma variedade com dimensdo n e indice p. Dizemos que o
conjunto M ¢é uma variedade*? se, para cada x € M, o par (M,z) é uma

430s autores que ddo o nome de variedade ao que nés chamamos de variedade sem bordo
usam o termo variedade com bordo para designar o que aqui estamos a chamar de
variedade.
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variedade com dimensdo n, e indice p, (a dimensdo e o indice podem, em
geral, variar de ponto para ponto — ver no entanto o que dizemos adiante em
11.6.17). No caso em que a variedade M tem a mesma dimensdo n em todos
os pontos, também dizemos que M ¢ uma variedade de dimensdo n.

11.6.12 (Notas) a) Tendo em conta o que dissemos na nota a) em I1.4.9, vemos

que um par (M, () é uma variedade sem bordo com dimenséo 7, no sentido
da definigdo 11.4.6, se, e sé se, ele ¢ uma variedade com dimensao n e indice
0, no sentido da defini¢do que acabamos de apresentar. Note-se também que,
ao contrario do que sucedia no quadro das variedades sem bordo, o facto de,
no caso em que A é um sector de indice p, um par do tipo (A, yo) ndo ser, em
geral, localmente difeomorfo ao par (A,0) ndo nos permite definir as
variedades de dimensdo n e indice p como sendo os pares localmente
difeomorfos a algum (A, yy), com A sector de indice p num espago vectorial
de dimenséo n.
b) Como dissemos em I1.6.6 e 11.6.9, se A é um sector de indice p dum
espago vectorial F' de dimensdo n, entdo existe um isomorfismo &: R" — F,
que aplica o sector canonico de indice p R sobre A. Em particular, e uma
vez que um isomorfismo ¢ evidentemente um difeomorfismo, vemos que
(A,0) ¢ localmente difeomorfo (alids, mesmo difeomorfo) a (Rj},0).
Concluimos daqui que, se (M, x) é uma variedade com dimenséo n e indice
p, entdo (M, z) ¢ localmente difeomorfo a (R}, 0).

11.6.13 Sejam xg € M C E tais que (M, x() seja uma variedade com dimenséo
n e indice p. Tem-se entdo que t; (M) = T, (M) é um espago vectorial de
dimensdo n e t,,(M) é um sector de indice p de T,,(M). Em particular, a
dimensio e o indice de uma variedade (M, x() sdo nimeros bem definidos.
Dem: Tendo em conta 11.4.5 e 11.6.10, vai existir um espago vectorial F', de
dimensdo n, um sector A C F' de indice p e um isomorfismo ¢ de
F = Ty(A) sobre T, (M), que aplica A = ty(A) sobre t, (M) e F =t (A)
sobre t;} (M). O resultado ¢ agora uma consequéncia de 11.6.3. O

11.6.14 Sejam zy € M C E e yy € M C E, tais que (M, 2¢) seja uma variedade
com dimensao n e indice p e (]\71 ,Yo) seja uma variedade com dimenséo 7 e
indice p. Tem-se entdo que M X M é,no ponto (¢, yo), uma variedade com
dimensdo n +n e indice p+Ppe

T(T/(JJ/())(M X M) = Tﬂ?o(M) X Tyo(M)’
t(-To-,yo)(M X M) = tI(;(M) X ty0<M>'

Dem: Sejam F' e F espacos vectoriais de dimensdes nen, A C F' e AcCF
sectores de indices p e P, p: U — V um difeomorfismo local de (A, 0) sobre

(M,z0) e ¥:U — V um difeomorfismo local de (A,0) sobre (I,yq).
Tem-se entdo que a aplicagdo ¢ X 1: U x U — V x V, definida por
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o x P(x,y) = (p(x),¥(y)),

¢ um difeomorfismo local de (4 x A, (0,0)) sobre (M x M, (o, Yo)), para
o qual se tem

D(p x ¥) 0,0 = Do x Diy.

Tendo em conta o facto de A x A ser um sector de indice p+ P do espaco
vectorial F' x F' de dimensdo n + 7, concluimos que (M x M, (z9,v0)) €
uma variedade de dimensdo n + 72 e indice p + p. Por outro lado,

o) (M % ) = D0 x $)0.0)(t10,0)(A x 4)) =
= D(p X ¥)(0,0)(A X 2) =
= (Dgg x Dio)(to(A) x to(A)) =
= Do (to(A)) x Dipy(to(A)) =

~

= to(M) X to(M)

e a igualdade envolvendo os espagos vectoriais tangentes é valida mesmo
para conjuntos arbitrarios. O

11.6.15 Mais geralmente, seja, para cada 1 < j < N, x;, € M; C Ej, tal que
(Mj, xj,) seja uma variedade com dimensdo n; e indice p;. Tem-se entdo que
My x -+ x My é, no ponto (z1y,...,=xng) uma variedade com dimensdo
ny+---+nyeindicep; +---+pye

T( >(M1><---><MN):T$
K

10(M1) X X sz)(MN>,
My % x My) =ty (My) % - Xty (M),

L105+-»TN0

L10,-- ~~,5L'N0> (

Dem: Trata-se de uma demonstragdo analoga a do resultado precedente, que
¢ um caso particular deste, em que a Uinica dificuldade sdo as nota¢des mais
pesadas. Alternativamente, podemos fazer uma demonstragdo por indugdo, a
partir do resultado anterior. O

11.6.16 Seja R} = R"? x R, o sector canénico de indice p de R". Tem-se
entdo que R} € uma variedade de dimensdo n em todos os pontos, o seu
indice num ponto (aq,...,a,) sendo igual ao numero de indices j tais que
j>n—pea; =0.

Dem: E claro que R}, €, no ponto 0, uma variedade com dimensdo n e indice
p, visto que R} ¢ um sector de indice p de R". A questdo ¢ verificar o que
sucede nos restantes pontos. Para isso, comegamos por reparar que, por
I1.4.15, R ¢ uma variedade com dimensdo 1 e indice 0 em todos os pontos e
R, =[0,+o0] é uma variedade com dimensdo 1 e indice 0 em todos os
pontos distintos de 0 (trata-se de pontos interiores). Por outro lado, R, é um
sector de indice 1 de R, sendo portanto, no ponto 0, uma variedade com
dimensdo 1 e indice 1. Podemos agora aplicar o resultado precedente para
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garantir que R} = R"77 x R ¢ uma variedade, tendo em cada ponto
(a1, ..., ay,) dimensdo n (igual a soma das dimensdes dos factores nos pontos
a;) e indice igual a soma dos indices de R nos pontos a; com j < n — p com
os indices de R, nos pontos a; com j > n — p, isto &, igual ao niimero de
indices j > n — p tais que a; = 0. O

[1.6.17 Sejam E um espago vectorial de dimensao finita e xp € M C FE tais que
(M, x) seja uma variedade com dimenséo n e indice p. Tem-se entdo:
a) Existe um aberto U de M, com x € U, tal que, para cadaz € U, (M, x)
seja uma variedade com dimensdo n e indice menor ou igual a p.
b) Qualquer que seja a vizinhanga V de zy em M e qualquer que seja
0 < j<p,existe z € V tal que (M, z) seja uma variedade com dimensdo n
e indice j.
Em particular, se M ¢é uma variedade conexa, entdo M tem a mesma
dimensdo em todos os pontos.
Dem: Seja : U — U’ um difeomorfismo local de (M, z) sobre (R2,0). E
entdo imediato que, para cada x € U, ¢ é um difeomorfismo local de (M, x)
sobre (R}, ¢(z)), que, pelo resultado anterior, ¢ uma variedade com dimen-
séo n e indice menor ou igual a p, 0 que nos permite concluir que (M, z) é
uma variedade com dimensao n e indice menor ou igual a p. Para demonstrar
b), e uma vez que, para cada vizinhanga V' de xy, int(V) é também, no ponto
9, uma variedade com dimensdo n e indice p, basta-nos provar que,
qualquer que seja 0 < j<p, existe x € M tal que (M,x) seja uma
variedade com dimensdo n ¢ indice j. Ora, considerando, como acima, um
difeomorfismo local ¢: U — U’ de (M, ) sobre (R},0), esta conclusdo ¢
uma consequéncia de que, pelo resultado anterior, vAo existir pontos na
vizinhanga aberta U’ de 0 em R} onde R} ¢ uma variedade com qualquer
indice 5 entre 0 e p (tomar as ultimas p — j coordenadas estritamente posi-
tivas e suficientemente pequenas e todas as restantes iguais a 0). A Gltima
conclusdo do enunciado resulta de que, tendo em conta a), para cada inteiro n
o conjunto dos pontos de M onde a dimensao é n ¢ aberto em M pelo que,
uma vez que M ¢ a unido destes abertos que sdo disjuntos dois a dois, apenas
um deles pode ser ndo vazio. O

I1.6.18 Tendo em conta a alinea b) do resultado anterior, vemos que as Unicas
variedades em que o indice é o mesmo em todos os pontos sdo aquelas em
que esse indice € 0, isto é, as variedades sem bordo. Costuma-se também dar
o nome de variedades sem cantos aquelas em que o indice em cada ponto ¢é
sempre 0 ou 1. Nesta ordem de ideias, chamam-se cantos duma variedade os
pontos desta em que o indice é maior ou igual a 2.

I1.6.19 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo finita e M/ C E um conjunto.
Para cada p > 0, vamos notar d,(M) o conjunto dos pontos x € M tais que
(M, z) seja uma variedade com indice p, conjunto a que daremos o nome de
bordo de indice p de M.
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E claro que, no caso em que M é uma variedade de dimensdo n, tem-se
0p(M) = 0, para cada p > n, e M ¢ a unido disjunta dos 9,(M).

I1.6.20 Sejam E um espaco vectorial de dimensdo finita e M/ C E um conjunto.
Se zy € 0,(M) ¢é tal que a variedade (M, x,) tenha dimensdo n, entdo
(0p(M), x) é uma variedade de dimenséo n — p e indice 0 e

e (0p(M)) = t7,(0p(M)) = Ty, (9p(M)) = tu, (M) N (—ts, (M)).

Em particular, cada 0,(M) ¢ uma variedade sem bordo.

Dem: Seja xp € 9,(M), onde M tenha dimensdo n. Seja ¢:U — V um
difeomorfismo local de (M, z) sobre (R}, 0). Para cada € U, ¢ é também
um difeomorfismo local de (M,z) sobre (R}, »(x)), pelo que ¢ aplica
U N0y(M) sobre V N 9,(R}) e obtemos, por restrigio de ¢, um difeomor-
fismo local de (9,(M),xo) sobre (J,(R}),0). Mas, por 11.6.16, tem-se
9p(R}) = R"™P x {0}?, que € um subespago vectorial de R", com dimensao
n —p, o que nos permite concluir que (9,(M),x¢) ¢ uma variedade de
dimensdo n —p e indice 0, em particular t, (0,(M)) =t} (0,(M)) =
T,,(0,(M)) & um espago vectorial de dimensdo n — p. Por outro lado, uma
vez que 0,(M) C M, temos trivialmente t,, (9,(M)) C t,, (M), donde, uma
vez que t,, (0,(M)) é um subespago vectorial de T, (M), também

ty (Fp(M)) C t, (M) N (=t (M)).

Uma vez que, tendo em conta 11.6.13 e 11.6.3, o segundo membro é também
um subespaco vectorial de dimensdo n — p, concluimos finalmente a igual-
dade de ambos os membros da inclusdo anterior. O

I1.6.21 (Algumas propriedades topologicas das variedades) Sejam F um
espago vectorial de dimensdo finita e M C FE uma variedade. Tem-se entao:
a) M ¢é um espaco topologico localmente compacto, isto é, cada ponto
x € M admite um sistema fundamental de vizinhangas compactas.

b) M ¢ um espago topoldgico localmente conexo, isto é, cada ponto v € M
admite um sistema fundamental de vizinhangas conexas.** Em particular as
componentes conexas de M sdo conjuntos abertos em M, e portanto também
variedades, com a mesma dimensao e indice que M em cada ponto.

Dem: Se atendermos a que um difeomorfismo é também um homeo-
morfismo, para provar a) e b), basta-nos provar que 0 admite em R} um
sistema fundamental de vizinhancas compactas ¢ conexas. Ora, isso acontece
ao sistema fundamental de vizinhangas constituido pelos conjuntos
[—7,7]"P x [0,7]", com T > 0. O

I1.6.22 (As variedades sdao localmente fechadas) Sejam E um espaco vectorial
de dimenséo finita e M C E uma variedade. Existe entdo um aberto U de F,
com M C U, tal que M seja fechadoem U'.

44Alids, ¢ mesmo um espaco localmente conexo por arcos.
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Dem: De facto, o que vamos demonstrar é que todo o subconjunto
localmente compacto M de E verifica a propriedade do enunciado. Para cada
x € M, seja V, uma vizinhanga compacta de x em M. Vem que inty (V) é
um aberto de M, contendo z, pelo que existe um aberto U, de F, com
x € Uy, tal que inty; (V) = M NU,. Seja U a unido dos abertos U,, que é
um aberto de E, contendo M. Vamos ver que M ¢ fechado em U, para o que
tomamos um ponto arbitrario y € U, que seja aderente a M. Seja z € M tal
que y € U,. Se W ¢é uma vizinhanga arbitraria de y, vem que W NU, ¢
também uma vizinhanga de y, pelo que, por y ser aderente a M, tem-se
W NU, N M # 0, donde também W NV, £ 0; ficou portanto provado que
y € aderente a V, pelo que, por V, ser compacto, logo fechado em E,
segue-se que y € V,, em particular y € M. O

E bem conhecido o resultado de Topologia que nos diz que todo o espago
topoldgico conexo, que seja localmente conexo por arcos, isto é, em que
cada ponto admita um sistema fundamental de vizinhangas conexas por
arcos, ¢ também um espago topoldgico conexo por arcos. Uma vez que o
raciocinio da demonstracdo de 11.6.21 mostra também que toda a varie-
dade ¢ localmente conexa por arcos, podemos concluir que toda a
variedade conexa ¢ também conexa por arcos. De facto, torna-se muitas
vezes util dispér de um resultado mais forte em que se garante que dois
pontos podem ser unidos ndo sd por um arco continuo, mas também por
um arco suave. A demonstra¢do, que apresentamos em seguida, ¢ um
pouco mais delicada, na medida que temos que ser cuidadosos com o
modo como unimos dois arcos, para evitar o perigo dos cantos, que nao
existia ao nivel das aplica¢des continuas.

I1.6.23 Seja M uma variedade conexa. Dados z,y € M, existe uma aplicagdo

suave f:[0,1] — M, tal que f(0) = z ¢ f(1) = y. Mais precisamente, existe
mesmo uma aplicagdo suave g: R — M e e > 0, tal que g(t) = z, para cada
t<e,eg(t)=y,paracadat > 1—e.
Dem: Basta evidentemente mostrar a existéncia de g nas condi¢des do enun-
ciado, visto que se pode entdo tomar para f a restricdo de g. Considere-se em
M a relagdo ~ , definida pela condigdo de se ter x ~ y se, € sO se, existe
uma aplicagdo suave g:R — M e e > 0, tal que g(¢) = x, paracadat < ¢, e
g(t) =y, para cada t >1—¢e. A primeira propriedade fundamental a
verificar é que ~ ¢ uma rela¢do de equivaléncia. O facto de se ter x ~ = ¢
claro, se tomarmos para g a aplica¢do constante de valor z, e, supondo que
x ~ y, com a correspondente aplica¢do suave g: R — M, o facto de se ter
y ~ z resulta de que se pode considerar a aplicacdo suave h:R — M,
definida por h(t) = g(1 —t). Quanto a transitividade, se x ~y e y ~ z,
podemos considerar as aplicagdes suaves g,g:R — M tais que, para um
certo € > 0 se tenha g(t) = z, parat < ¢, g(t) = y, parat > 1 — €, G(t) = y,
para t <e, e G(t) =z, para t >1—¢; e podemos entio considerar a
aplicagdo h: R — M, definida por
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h(t) =

D= D=

92t —1) ,set>

{ 9(2t) ,set <

trata-se de uma aplicagdo suave por isso acontecer a respectiva restrigdo a
cada um dos abertos ]—o0, 1[, |3, +-00[ e |55, Z2[, com unido R, a ultima
por ser constantemente igual a y; uma vez que h(t) =z, se t <5, e
h(t) =z, se t>1-—5, concluimos que x ~ 2z, como queriamos. Se
verificarmos que cada uma das classes de equivaléncia, para esta relacdo, ¢
um conjunto aberto, teremos o problema resolvido, visto que, M sendo uma
unido disjunta destes conjuntos abertos, o facto de M ser conexo implica que
apenas um deles pode ser ndo vazio, por outras palavras, tem-se x ~ y,
quaisquer que sejam x € y. Seja portanto x( pertencente a uma das classes de
equivaléncia. Seja ¢:U — V um difeomorfismo local de (M,x,) sobre
(R,0). Se necessario substituindo o por uma restri¢do, podemos jé supor
que V ¢é convexo (por exemplo, que V ¢é da forma |—r,7[" 7 x [0, r[P).
Aplicando o teorema da particdo da unidade & cobertura aberta de R
constituida pelos intervalos |—oo, %[ € ]%,—koo[, podemos considerar uma
aplicagdo suave a: R — [0, 1], tal que a(t) = 0, paracadat < 1, e a(t) =1,
para cada t > § (a fung@o da particdo da unidade correspondente ao segundo
aberto). Podemos agora, para cada x € U, considerar a aplicagdo suave
g:R — M, definida por

para a qual se tem g(t) = xg, se t < %, eg(t)=z,set> %, 0 que mostra
que = ~ x(. Ficou portanto provado que U estd contido na classe de
equivaléncia em questdo, o que mostra que esta ¢ aberta. O

I1.6.24 (Corolario) Sejam M C E uma variedade conexa, F' um espago

vectorial de dimensio finita e f: M — F uma aplicagdo de classe C' tal que,
paracadaxz € M, Df, =0 € L(T,(M); F). Tem-se entdo que f ¢ uma apli-
cacao constante.
Dem:*5 Dados =,y € M, consideremos uma aplicagio suave g: R — M, tal
que g(0) =z e g(1) = y. Podemos entdo considerar a aplicagdo h:R — F,
de classe C*', definida por h(t) = f(g(t)), para a qual se tem h'(t) =
D f,u)(g'(t)) = 0, pelo que h ¢ constante, em particular

f(@) = h(0) = h(1) = f(y)- o

Embora o teorema da fungéo inversa seja falso no quadro das variedades
com bordo, algumas das aplicagdes deste teorema, que foram estudadas na

45Este enunciado pode ser também demonstrado facilmente sem recorrer ao resultado
precedente, mas parece-nos instrutivo apresentar esta demonstragao.
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secgdo precedente no quadro das variedades sem bordo, sdo generali-
zaveis para as variedades com bordo. O que se passa ¢ que é por vezes
possivel tirar conclusdes sobre as variedades com bordo, aplicando o teo-
rema da fungdo inversa a variedades sem bordo convenientes. E isso que
vamos fazer nos proximos resultados.

11.6.25 Sejam (M, z() uma variedade com dimensdo n e indice p, B uma parte
dum espago vectorial E de dimensdo finita, ¢ f: M — B uma imersdo no
ponto x(. Existe entdo um aberto U de M, com x( € U, tal que a restrigdo
fyu seja um difeomorfismo de U sobre f(U). Em particular f é uma imersao
em todos os pontos de U (generalizagdo de 11.4.23).

Dem: Compondo f com um difeomorfismo local de um par (A4, 0) sobre
(M, x), onde A é um sector, ficamos reduzidos a provar o resultado no caso
particular em que M é um aberto de um sector A de indice p de um espago
vectorial F' de dimensdo n. Uma vez que M é um aberto de A, vai existir um
aberto V de F, tal que M = AN V. O facto de A ser fechado em F' implica
que M ¢é fechado em V pelo que, tendo em conta I1.3.12, podemos
considerar uma aplicacdo suave 7: V > E prolongando f. A aplicagdo
linear D f; vai ser uma restri¢do de D/]\‘O, pelo que, uma vez que ambas tém o
mesmo dominio F', elas vao coincidir. Concluimos assim que D?O ¢ uma
aplicacdo linear injectiva pelo que, uma vez que o dominio de ? ¢ um aberto
de F, em particular uma variedade sem bordo, podemos aplicar a versdo
particular ja demonstrada em 11.4.23 para garantir a existéncia de um aberto
V'de F,com0 € V' C V, tal que a restri¢do ? /v seja um difeomorfismo de

V' sobre f(V'). O conjunto U = ANV’ é entdo um aberto de A, com
0 €U C M, tal que a restricdo de 3‘ a U, igual a restricdo a U de f, é um
difeomorfismo de U sobre o conjunto f(U) = f(U) de B. O facto de, para
cada z € U, a aplicagdo linear D f,: T,,(M) — Tf(x)(]\z ) ser ainda injectiva
resulta de que se trata de um isomorfismo de T,(U) = T,(M) sobre

11.6.26 Sejam M C E uma variedade, eventualmente com bordo, e f: M — E
uma imersdo. Sejam G um espago vectorial de dimensao finita, C' C G um
subconjunto arbitrario ¢ ¢:C — M uma aplicagdo continua tal que
fog:C— E seja CP. Tem-se entdo que a aplicagdo g: C — M é CP.

Dem: Repetir a demonstragdo apresentada no quadro das variedades sem
bordo. O

11.6.27 (Corolario) Sejam M C E uma variedade, eventualmente com bordo, ¢
fiM— E uma imersdo, que seja um homeomorfismo de M sobre f(M).
Tem-se entdo que f ¢ um difeomorfismo de M sobre f(M), em particular
f(M) é também uma variedade.

Dem: Repetir a demonstragcdo apresentada no quadro das variedades sem
bordo. O
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11.6.28 (Fotografia de uma subvariedade) Seja (M , o) uma variedade sem
bordo, com dimensio n, € seja M C M, tal que g € M e que (M, z) seja
uma variedade, com dimensdo m e indice p. Existem entdo espacos
vectoriais F' e G, com dimensdes m e n — m, um sector A de indice p de F,
conjuntos abertos U de M, com xy € 17, Vde F,com0€eV,eW de G,
com 0 € W, e um difeomorfismo :V x W — U, tal que 4(0,0) = z e
que

VI MNT)={(y,2) eV xW |ye Aez=0}.

Dem:#® Para uma melhor sistematiza¢do, vamos dividir a demonstragdo em
varias alineas.

a) Usando um difeomorfismo local de (I, z) sobre (F,0), em que F' é um
espago vectorial de dimensdo n, verificamos facilmente que basta demonstrar
o resultado no caso particular em que o =0 e M ¢ um aberto dum espago
vectorial F' de dimensdo n. E esse caso particular que vamos demonstrar em
seguida.

b) Sejam F' um espago vectorial de dimensdo m, A C F' um sector de indice
pe: V" — U um difeomorfismo local de (A,0) sobre (M,0).

¢) Uma vez que V" ¢ aberto em A, podemos escrever V'=Anv” , com
V" aberto em F. O facto de A ser fechado em F' implica que V" ¢ fechado
em V" pelo que, por I1.3.12, podemos garantir a existéncia de uma aplicagéo
suave @: V" — F, prolongando .

d) Dy é um isomorfismo de F' = Ty(A) sobre Ty(M), sendo portanto uma
aplicagdo linear injectiva de F em F. Uma vez que Dp, é um
prolongamento de D¢y, com o mesmo dominio F, segue-se que
Dp, = Dy, e portanto D, é uma aplicagdo linear injectiva de ' em F.

e) Pelo teorema da derivada injectiva, podemos considerar um espaco
vectorial G de dimenséo n — m, um aberto V' de F, com 0 € V' C V", um
aberto W’ de G, com 0 € W', um aberto U de F,com0 € Ul, e um difeo-
morfismo ¢": V' x W' — U, tal que, para caday € V', ¢/ (y,0) = p(y), em
particular, ¢/ (0,0) = 0.

f) Uma vez que ANV’ é um aberto de A contido em ANV" = Ve que
p: V'S U ¢ um homeomorfismo, concluimos que o conjunto
P(ANV)=¢p(ANV’) é um aberto de U’, portanto também de M,
contendo 0 = (0), pelo que vai existir um aberto U de M, com0 € U, tal
que

PANV)Y=MNT".

46Reparar que este resultado é uma generalizagio de I1.4.27, mas a sua demonstragio,
embora seguindo as mesmas ideias que a daquele resultado, ¢ tecnicamente um pouco
mais complicada.
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g) Pela continuidade de ¢’ em (0,0), existe um aberto V de F, com
0eV CV’/, eumaberto W de G, com0 € W C W, de modo que, sendo
U =4/(V x W), que é um aberto de F, contendo 0 = 1(0,0), se tenha
Uc U/, em particular, U c M. Vamos ver que a restricdo ¢¥: V x W — U
de ¢ verifica as condi¢des do enunciado.

h) Se (y,2) € V x W verificay € Ae z =0, vem

Uy, z) =9/ (y,0) =B(y) = p(y) e MNT,

e portanto (y, z) € ¢~ {(M N T).
i) Suponhamos agora que (y,z) € V x W pertence a ¢~ (M N T). Tem-se
portanto

Yy, 2) eMNU cMnU =g(AnV'),
pelo que existe ' € ANV’ tal que
w/(ya Z) = ¢(y7 Z) = @(y/) = ¢/(y/a 0):

0 que, tendo em conta o facto de 1)’ ser injectiva, implica que y = ' e 2 = 0,
em particular, y € A. O

11.6.29 (Construcio de variedades como imagens reciprocas) Sejam (M, z)
e (M,yo) variedades sem bordo, com dimensdes m e n, respectivamente, e
ftM — M uma submersdo no ponto zp, tal que f(zg) =yo. Seja

~/ ~ ~/ . . . ~
yo € M C M, tal que (M ,yy) seja uma variedade com dimensdo n' e
indice p. Sendo entao

M' = [T (0T) = {z € M| f(x) € M},

tem-se que (M, xp) é uma variedade com dimensdo m — (n — n') e indice p
e

~/

T, (M') = {u € T, (M) | Dfs,(u) € T,,(3M)},
toy(M") = {u € T, (M) | Dfy(u) € t, (M)}

Dem: Basta repetir a demonstragdo de 11.4.32, resultado do qual este ¢ uma
generalizagdo, reparando que a afirmag@o sobre o cone tangente se demonstra
do mesmo modo que aquela sobre os espagos vectoriais tangentes. O

11.6.30 (Exemplo) Sejam F um espago euclidiano de dimensdo n > 1, zyp € E,
r > 0e B,(z¢) C E abola fechada de centro x e raio r de E,

B(zo))={zcE||z—ay|<r}={z € E|r*—{(z—x¢,2—x0) >0}.
Consideremos a aplicago suave f: ' — R, definida por

flz) =71 —(x — x0,2 — x0),
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e reparemos que Df,(u) = —2{x — xzp,u), pelo que a aplicagdo linear
Df,: E — R ¢ sobrejectiva, excepto para x = 3. Uma vez que F e R sdo
variedades sem bordo com dimensdes n e 1, respectivamente, e que se tem
B,(z0) = f1(Ry), onde R = [0, +0c[ é uma variedade com dimensdo 1,
tendo indice 1 no ponto 0 e indice 0 nos restantes pontos, concluimos que
B,(zy) é uma variedade, com a possivel excepgdo do ponto zy, tendo
dimensdo n em todos os pontos, indice 0 nos pontos da bola aberta
B(xg) ={x € E| ||x — zo|| < r} eindice 1 nos pontos da esfera S, (z¢) =
{z € E |||z — xo|| = r}. O resultado precedente ndo nos permite tirar direc-
tamente nenhuma conclusdo sobre o que se passa no ponto zy € §7-(110), mas
vemos que, de facto, ele ndo é uma excepgdo, visto que, sendo um ponto
interior a Fr(xo), este conjunto é naquele ponto uma variedade de dimensao
n e indice 0 (alids, este mesmo raciocinio serviria também para mostrar que
B,(z) é uma variedade de dimensio n e indice 0 em qualquer ponto da bola
aberta B, (z)).

Em conclusio Fr(xo) ¢ uma variedade sem cantos com dimensdo n, tendo-se
O0(B(0)) = By(zg) e 01(B.(20)) = S,(x0). E claro que, para cada
x € B.(x), T,(B,(xy)) = E (sendo um espago vectorial de dimensio n nio
pode ser outra coisa...) e, quanto ao cone tangente, tem-se t,(B,(zy)) = E,
para cada x € B,(x) (pontos onde o indice é 0), e, aplicando mais uma vez
o resultado precedente, vemos que, para cada x € S,(xg),

t.(By(z0)) ={u € E | Df,(u) >0} ={uec E| (x— xp,u) <0}

(o conjunto dos vectores que fazem um angulo recto ou obtuso com o raio
T — Ty).
I1.6.31 Um caso particular de 11.6.29, que se encontra frequentemente na pratica,
~ ~/
¢ aquele em que M = R" x R?, yy = (0,0) e M = {0}" x R, que ¢, no
ponto (0, 0), uma variedade com dimensdo p e indice p. Sendo (M, xy) uma

variedade sem bordo com dimensdo m e f: M — R" x RP uma aplicagdo
suave, podemos escrever

f(@) = (91(@), - gn(@), ha (), ... hp())

e a condi¢do de D f,: T,,,(M) — R™ x RP? ser uma aplicagdo linear sobrejec-
tiva é equivalente, tal como vimos no lema de Algebra Linear 11.4.35, ao
facto de as derivadas Dg;,, € Dhj,,, das aplicagdes suaves componentes
gi, hj: M — R, serem linearmente independentes em L (7}, (M );R). Se essa
condigdo se verificar e se se tiver f(xg) = (0,0), ou seja g;(zg) =0 =
hj(xo), podemos concluir que

M'={z € M |Ygi(zr) =0,Yhj(z) > 0}
i J

¢ no ponto x( uma variedade com dimensdo m — n e indice p e que
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T,,(M') = {u € T.,(M) | Y Dgy, () = 0},
tey (M) = {u € T, (M) | ¥ Dy, (u) = 0. Dhy, (u) > 0},

Jxg
Repare-se que M’ pode ser olhado como o conjunto dos elementos de M que
verificam um sistema de n equagdes e p inequagdes € que o nimero de
equagdes ¢ igual a codimensdo de M’ em zy e o numero de inequagdes €
igual ao respectivo indice.

11.6.32 Vamos olhar de novo, com um pouco mais de atengdo, para a situagdo
que acabamos de descrever.
Suponhamos que temos uma variedade sem bordo M, com dimensdo m, e
n + p aplicagdes suaves gi, ..., gn, h1,..., hy: M — R e que consideramos o
subconjunto M’ de M, definido por n equagdes € p inequagdes,

M'={z € M |Ygi(z) =0,V hj(z) > 0}.
i J

As consideragdes anteriores apenas nos permitem estudar o que se passa com
M’ nos seus elementos z, para os quais se tenha h;(xy) = 0, para cada j,
isto ¢, para os quais todas as inequagdes sejam realizadas como igualdades,
supondo evidentemente que nesses elementos x, se verifica a hipdtese
fundamental de serem linearmente independentes as aplicagdes lineares
Dgix[) c Dhj
Poderiamos assim ficar com a impressdo que os métodos ao nosso dispor nao
nos permitiam estudar o que se passa com M’ nos pontos xy para os quais,
para alguns valores de j, hj(z9) > 0. H4, no entanto, uma maneira muito
simples de tornear esta dificuldade: Suponhamos, com efeito, que J ¢é o
conjunto dos indices j € {1,...,p} tais que h;(xz¢) > 0. Podemos entdo
considerar um novo conjunto M"” definido por todas as equagdes mas apenas
pelas inequagoes correspondentes aos restantes indices 7,

M" ={x e M|Vgi(x) =0, ,¢VJ hj(z) = 0},
i J

x0"

conjunto que ja pode ser estudado no ponto x;, pelos métodos anteriores.
Uma vez que M’ ¢ M" coincidem na vizinhanga de x, visto que ambos tém
a mesma intersec¢do com o aberto de M

U={xeM]|V hjxz)>0}
jeJ

(e portanto com um aberto do espaco vectorial ambiente que intersectado
com M seja igual a U), as conclusdes sobre o estudo de M” em xzg
estendem-se imediatamente ao de M’ nesse ponto.

Tal como acontecia na secgdo precedente, no quadro das variedades sem
bordo, também aqui se pode enunciar uma versao mais forte de 11.6.29,

em que a hipotese de a aplicagéo linear D f,: T, (M) — Tyo(]VI) ser
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sobrejectiva € substituida por uma hipétese, em geral mais fraca, a condi-
¢do de transversalidade. Comegamos por estabelecer um lema, que vai
jogar o papel paralelo ao de 11.4.36.

11.6.33 (Lema) Seja (M Yo) uma variedade sem bordo com dimensdo n e seja
Yo € M c I tal que (M yo) seja uma variedade com dimensdo n’ e indice
p. Existe entdo um aberto U de M, com Yo € U, e uma submersio
g:U — R"™™ x R?, tal que g(yo) = (0,0) e se tenha

~/ P ~ ,
M NU={yeUlgly) {0} xRL}.

Por outras palavras, toda a variedade pode ser definida localmente por um
sistema de equagodes e de inequagdes, verificando a hipdtese de independén-
cia referida em 11.6.32.

Dem: Este lema vai ser uma consequéncia do resultado sobre fotografia de
uma subvariedade referido em 11.6.31. Esse resultado permite-nos considerar
espagos vectoriais F' € G, com dimensdes n’ € n — n/, um sector A de indice
p de F, conjuntos abertos U de 1\2, com g, € 17, VdeF,com0eV,e W
de G, com 0€ W, e um difeomorfismo :V x W — [7, tal que

¥(0,0) = yo e que
M NT)={(/,2) eV xW |y € A,z =0}

Considerando um isomorfismo de R” sobre F, que aplique o sector candnico
R;’ sobre A, e um isomorfismo de R™"" sobre G, vemos que, se necessario
compondo 1 com a restricdo do produto cartesiano destes isomorfismos,
pode-se ja supor que F' = R", A = ]RZ/ =R"7?xR% e G =R"". Toma-
mos agora para g: U—R"™ xRFa composta de ! U —R" x R
com a aplicagdo linear sobrejectiva de R” x R"~" sobre R" " x R”, defi-
nida por

(@1, @y biy o b)) = (b1, Dy Gr— s - -+ Qo). O

I1.6.34 (Segunda versao da construcio de variedades como imagens recipro-
cas) Sejam (M, x) e (M, y,) variedades sem bordo, com dimensdes m e n,
respectivamente, e f: M — M uma aplicagdo suave tal que f (z0) = yo. Seja
yo € M " I tal que (M /, yo) seja uma variedade com dimensdo n’ e indice
p, € suponhamos verificada a seguinte condicdo de transversalidade®”:

D fu(Tuy(M)) + T, (9,(M)) = T,,(31).

47E claro que esta condigdo se encontra automaticamente verificada no caso em que a

~ . . A~/ -
aplicagdo linear D f,: T, (M) — T, (M) ¢ sobrejectiva. No caso em que (M ,yy) ndo
tem bordo, reencontramos a condigdo em 11.4.37.
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Sendo entido
M = [N = {w e M| f(z) € M},

tem-se que (M, ) é uma variedade com dimensdo m — (n — n') e indice p
e

~/

Tzﬂ(M/) = {’LL € TIU(M) | Dfﬂﬂ()(u) € Ty()(M )}s
tey(M") = {u € Ty, (M) | D fr,(u) € t, (M)}

Dem: Tendo em conta o lema precedente, podemos considerar um aberto U
de M, com yy € U, e uma submersdo g¢: U — RV x R?, com
g(yo) = (0,0), de modo que, para cada y € U, se tenha y € 78 se, € sO se,
g(y) € {0}"™ x R%. Resulta entdo de 11.6.29 que se tem

4 7 n—n' ’
T, (M) ={veT,(M)| Dg,(v) € {0} x R},
—~/ . L
ty”(M ) = {U € TU()(M) | Dgillo(v) € {O}n X Rﬂ}a

e portanto, tendo em conta 11.6.20,
~/ ~/ ~/ ~
Ty, (0p(M)) = t,, (M) N (=t (M) = {v € T}),(M) | Dgy,(v) = 0}.
Pela continuidade de f, podemos considerar um aberto U de M, com
xg € U, tal que f(U) C U. Seja f = go f/y, que € uma aplicagdo suave de
U em R"™" x R, verificando ?(xg) = (0,0), e reparemos que, para cada
xeU,tem-sex € M'se,esose, f(z) € {O}”‘”’ x RE, por outras palavras,

M'AU =T ({0} x RY) = {w € U | T(@) € {0}" " x RZ}.

Vamos agora verificar que a condigdo de transversalidade implica que a
aplicagdo linear D?l.n:Twﬂ(M ) — R"™ x R? ¢ sobrejectiva. Ora, dado
weR"™™ x R? arbitrario, podemos escolher o' € T, (M) tal que
Dg,,(v') =w e a condigdo de transversalidade implica a existéncia de
u€ T, (M) e de v e Tyo(ap(]ﬁ/)) tais que v' = Df,,(u) + v”, tendo-se
entdo Dg,, (v") = 0, pelo que

w = Dgl/o(vl) = Dgyn o Df@n(u) + Dgl/o(v//) = D?To(u)

Podemos agora aplicar 11.6.29, para garantir que M’ N U, e portanto M, &,
no ponto x, uma variedade com dimensdo m — (n — n') e indice p, que
T,,(M") é o conjunto dos u € T, (M) tais que

iy (DL 1) = DT, (1) € (0 x B,

0

isto é, tais que Dfy, (u) ETyU(M/), e que t,,(M') é o conjunto dos
u € T, (M) tais que
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Dgy,(Dfu(u)) = Df, (u) € {0} x RE,

~/

isto é, tais que D f, (u) € t, (M ). O

I1.6.35 (Versao mais geral da construciio de variedades como imagens reci-
procas) Sejam (M, xy) uma variedade de dimensdo m e indice p, (M, y)
uma variedade sem bordo com dimensdo n e f: M — M uma aplicagdo
suave tal que f(zg) = yo. Seja yo € M c M tal que (Z\T,yo) seja uma
variedade com dimensdo n’ e indice p’ € suponhamos que

~/ ~
D [ (T2, (8, (M) + T, (8 (M) = T}y, (M)
(condigdo de transversalidade*®). Sendo entdo
M= 7 (0) = {x € M| f(x) € M},
(M', x) é uma variedade de dimensdo m — (n — n') e indice p + p' €

Ty (M') = [ € Ty, (M) | Dfy(u) € Ty, ()},

tlo(M/> = [U’ € tlo(M) | Dfﬂlo(u> € tyo(M )}

Dem: Para uma melhor sistematizagdo, dividimos a demonstragdo em varias
alineas:

a) Seja E o espaco vectorial ambiente da variedade (M, x() e notemos k a
respectiva dimensdo. Tendo em conta o lema 11.6.33, podemos considerar um
aberto U de E, com xy € U, e uma submersio g: U — RF™™ x RP, tal que
g(xo) = (0,0) e se tenha

(*) MNU={zcU]|g(x) e {0} ™xRL}.
Tendo em conta 11.6.29, tem-se
T, (M) = {u € E | Dg,,(u) € {0}* ™ x R"},
toy(M) = {u € E | Dg,,(u) € {0}* " x R},
e portanto também
Twn(ap(M)) = two(M) n (_two(M)) =

b) Mostremos agora que, se necessario substituindo U por um aberto mais
pequeno ¢ g pela sua restrigdo, pode-se ja supor que existe uma aplicagdo

48A novidade em relacdo & versdo precedente esta em que permitimos que a variedade
(M, z,) tenha bordo. No entanto, a variedade de chegada (I, y,) continua a ndo ter
bordo. No caso em que a variedade de partida (M, z,) também ndo tem bordo,
reencontramos a condi¢do de transversalidade na versao precedente.
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suave ?:U — M, constituindo um prolongamento da restricio de f a
MNU.

Para isso, basta considerar um difeomorfismo local ¥: U — V de (M »0)
sobre (R",0), reduzir U de modo que f(M NU) C U, reparar que, por (*¥),
MNU ¢ fechado em U pelo que, por 11.3.12, ¢ o f/yny admite um
prolongamento suave a U, prolongamento que, se necessario reduzindo de
novo U, se pode ja supor tomar valores em V, bastando por fim tomar para 3‘
a composicdo deste prolongamento com )",

¢) Seja h: U — M x (R¥ x RP) a aplicagio suave definida por

h(z) = (f(x), g(x)).

Tem-se h(zy) = (y9,0) e vamos mostrar que h verifica, no ponto xy, a
condigdo de transversalidade descrita no resultado precedente, relativamente

ao conjunto M x ({0}=™ x R%), que ¢, no ponto (yo,0), uma variedade
com dimenséo n’ + p e indice p + p’ (reparar que U €, em x, uma variedade
sem bordo com dimensdo k e que M x (RF™ x RP) &, em (yo,0), uma
variedade sem bordo com dimensdo n + (k — m) + p).

Seja entdo (v, w) € Ty, (M) x (RF=™ x RP) arbitrario. O facto de Dg,, ser
uma aplica¢do linear sobrejectiva implica a existéncia de w € E tal que
Dg,,(u) = w. Tem-se entdo v— D?xﬂ(u) € T,yo(]\7[), pelo que, pela
condi¢do de transversalidade do enunciado, vai existir v’ € T}, (9,(M)) ¢

v € T, (9 (M) = t, (M) N (—t,, (1))
tais que
Df,, (W) +v =v— D/]\”Io(u).

O que vimos em a) mostra-nos que Dg, (u') =0 pelo que, sendo
u’ =wu+1/, tem-se ainda Dg,,(u") = w e, pela tltima formula destacada,
v=Df, (u") + . Podemos assim escrever

(v,w) = (Df 4, ("), Dguy(u")) + (v, 0) = Dhyy (u) + ¢/, 0),
onde (v',0) pertence a
~1 m ~/ m
{0 (5 ({0} 5 RL)) 1 (—t0 (3T x ({0} x RE))
portanto
74 —-m
(v/,0) € T(y0)Dpiy (M x ({0} x RY))),

o que prova a condig@o de transversalidade pretendida.
! .
d) Para cada z € U, tem-se x € M’ se, e s6 se, x € M e f(x) € M ou seja
P -~ -~/
se, € s6 se, g(z) € {0} xR e f(xr) € M, portanto se, e sO se,
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~/ . s
h(z) € M x ({0}F=™ x R%). Aplicando o resultado precedente, conclui-
mos agora que M’ NU, e portanto M’, é, no ponto x(, uma variedade com
dimensao

k—(n+(k=m)+p—(n'+p)=m—(n—n)

e indice p+p e que um vector u € E estd em T, (M') se, e so se,
Dhy,,(u) € T<ymg>(]\2/ x ({0}=™ x RY)) ou seja, se, € so se, se verifica
Dg,,(u) € {0}F™ x R ¢ D?zo(u) € EJU(]\ZTI), 0 que ¢ ainda equivalente,
tendo em conta o que vimos em a), as condigdes w € T, (M) e
D fy,(u) € T,,(M'). Do mesmo modo se verifica que um vector u € E estd
em t,, (M’) se, e sose, u € t,, (M) e Df,,(u) € tyﬂ(]\z/). O

11.6.36 (Corolario) Sejam (M ,Yo) uma variedade sem bordo, com dimenséo n,
e M e M’ dois subconjuntos de M, contendo y, tais que (M, 1) seja uma
variedade com dimensdo m e indice p e (M’,y,) seja uma variedade com
dimensdo m’ e indice p’. Se se verifica a condi¢do de transversalidade

Tyo(ap(M)) + T;JU (ap' (M/)) = Tyo (M)’
M N M’ é uma variedade em yo com dimensdo m +m’ —neindice p+ p' e

Tyo(M N M/) = Tyo(M) n Ty()(M/)v
tyo(M N M/) = tyo(M) N tyo(M/)'

Dem: Tal como em I1.4.38, o caso particular em que (M, yo) e (M’, yy) ndo
tém bordo, basta aplicar o resultado precedente a inclusio ¢: M’ — M. O

§7. Teorema de Sard.

11.7.1 Sejam M C E e M C E duas variedades sem bordo e f: M — M uma
aplicagdo suave. Diz-se que x € M ¢é um ponto regular de f se f for uma
submersdo no ponto z; caso contrario, diz-se que = ¢ um ponto critico de f.
Diz-se que um ponto y € M & um valor regular de f se, todos os
z € f~1({y}) sdo pontos regulares; caso contrario, isto &, se existe um ponto
critico z € f~'({y}), diz-se que y &€ um valor critico de f.

A importancia dos valores regulares ¢ que eles s@o os pontos y € M para
0s quais se pode garantir que a imagem reciproca f~!({y}) ¢ uma subva-
riedade, eventualmente vazia, de M. O teorema de Sard, que estudamos
em seguida, vai garantir a existéncia de muitos valores regulares, provan-
do, mais precisamente, que o conjunto dos valores criticos ¢ pequeno em
M, num sentido conveniente. Repare-se que, no caso em que, para cada
x € M, M tem em x uma dimensdo menor que a de M em f (z), todos os
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pontos de M sdo criticos, pelo que os valores regulares de f sdo
simplesmente aqueles que ndo pertencem a f(M).

A primeira coisa que temos que fazer ¢ explicar o que entendemos por
“conjunto pequeno” numa variedade. No teorema de Sard, propriamente
dito, isso significa que se trata de um conjunto de medida nula. No
entanto, para evitar utilizar argumentos de Teoria da Medida, preferimos
examinar uma versdo mais fraca deste teorema?®, mas que é suficiente
para a maioria das suas aplicagdes, em que a nogdo de conjunto pequeno ¢é
meramente topoldgica. Os conjuntos pequenos vao ser 0s conjuntos
magros que definimos em seguida.

I1.7.2 Seja M um espago topoldgico localmente compacto e separado (por
exemplo uma variedade, eventualmente com bordo). Diz-se que um conjunto
A C M ¢é magro se existir uma familia finita ou numeravel (Cj)je; de

subconjuntos fechados de M com interior vazio tal que A C |J C;.
jeJ

Nos dois resultados seguintes, cujas demonstragdes sdo triviais, isolamos
algumas propriedades elementares dos conjuntos magros.

I1.7.3 Seja M um espago topoldgico localmente compacto e separado. Tem-se
entio:
a) Todo o conjunto fechado de interior vazio é magro, em particular () ¢ um
conjunto magro.
b) Se A C M é magroe B C A, entdo B ¢ magro.
¢) Se (A;j)jcs ¢ uma familia finita ou numeréavel de conjuntos magros, entdo

J A, é um conjunto magro.
jer

I1.7.4 Sejam M e M espagos topologicos localmente compactos e separados e
f:M — M um homeomorfismo. Se A C M, entdo A é magro em M se, e
so se, f(A) é magro em M.

O que referimos nos dois resultados precedentes mostra que certas
constru¢des que se esperava que conduzissem de conjuntos pequenos a
conjuntos pequenos fazem-no de facto. Para a nogdo ser verdadeiramente
util precisamos, no entanto, de algo que garanta que ndo ha demasiados
conjuntos pequenos e ¢ isso que faz o teorema de Baire que examinamos
em seguida.

Repare-se que a defini¢do de conjunto magro e as respectivas proprie-

49Em rigor, ndo deveriamos dar o nome de “teorema de Sard” a versdo que estudaremos,
na medida em que se trata de um resultado estabelecido anteriormente por Brown (ver,
por exemplo, [19] para uma discussdo mais detalhada desta questdo). Preferimos utilizar o
nome “teorema de Sard” por ser essa a designacdo pela qual ¢ reconhecido pela comu-
nidade matematica actual um resultado deste tipo.
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dades elementares podiam ter sido dadas no quadro dos espagos topolo-
gicos arbitrarios e que s6 no teorema de Baire vamos utilizar o facto de
estarmos a trabalhar com espagos localmente compactos e separados.>?

I1.7.5 (Teorema de Baire) Seja M um espaco topoldgico localmente compacto
e separado. Se A C M é magro entdo int(A4) = (.
Dem: Basta mostrarmos que, se (Cj)ney € uma familia de conjuntos
fechados de interior vazio, entdo | J C, tem interior vazio. Suponhamos que

n>1
isso ndo acontecia, ou seja, que existia x € M interior a |J C),. Seja entéo
n>1
Ky c|J C, uma vizinhanga compacta de x. Vamos construir recursi-

n>1
vamente compactos K,,, n > 1, de interior ndo vazio, verificando K, C
K,-1N(M\ C,). Para isso, atendemos a que int(K,_1) é um aberto ndo
vazio, e portanto ndo contido em C),, ¢ daqui deduzimos que o aberto
int(K,—1) N (M \ C,) é ndo vazio, pelo que nos basta tomar para K, uma
vizinhanga compacta de um dos pontos deste aberto que esteja contida nele.
Vemos agora que

N K. C Kon (Y M\ C) = Kon(M\|JCo) =10,

n>1 n>1 n>1

o que ¢ absurdo, uma vez que se trata da intersec¢do de uma sucessdo decres-
cente de compactos ndo vazios (os Kj \ K, sdo abertos do compacto K,
com unido Ky, pelo que teria de haver uma unido finita, igual a um dos
Ky \ K, que fosse igual a K, o que implicava que K,, = 0). O

Repare-se que, apesar de os conjuntos magros terem interior vazio, nem
todos os conjuntos de interior vazio t€ém que ser magros; por exemplo, em
R, o conjunto dos racionais, sendo unido numeravel de conjuntos
unitarios, ¢ magro mas o conjunto dos irracionais, apesar de ter interior
vazio, ndo ¢ magro (sendo R seria magro). Ha, no entanto, uma classe
importante de conjuntos para os quais ser magro equivale a ter interior
vazio:

I1.7.6 Se M ¢é um espago topoldgico localmente compacto e separado, um
conjunto A C M diz-se o-compacto se for unido de uma familia contavel de
subconjuntos compactos de M. Se A C M ¢é o-compacto, entdo A é um
conjunto magro se, e sO se, tem interior vazio.

Dem: Pelo teorema de Baire, ja4 sabemos que, se A ¢ magro, entdo

50De facto o teorema de Baire também ¢ verificado num enquadramento diferente, muito
importante, por exemplo para as aplicagdes a Analise Funcional, a saber o dos espagos
métricos completos, mas trata-se de um resultado que ndo teremos ocasido de aplicar no
nosso estudo.
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int(A) = 0. Reciprocamente, se A tem interior vazio e é o-compacto, entdo
A € uma unido de uma familia contavel de conjuntos compactos C';, os quais
vao, em particular, ser conjuntos fechados de interior vazio, o que mostra que
A & magro. O

Para podermos estabelecer mais uma propriedade importante dos conjun-
tos magros, temos necessidade de rever uma nogéo topologica que utiliza-
remos em varias outras situagdes.

I1.7.7 (Generalidades sobre espacos de base contavel) Se A é um espaco

topoldgico, uma base de abertos de A € um conjunto U de partes abertas de
A, com a propriedade de todo o aberto U de A ser a unido de uma familia de
abertos pertencentes a I/ 51 ou, o que ¢ equivalente, com a propriedade de,
para cada aberto U de Aecadaxz € U, existir V e U talquex € V CU. O
espaco topologico A diz-se de base contdvel se admitir uma base de abertos
U finita ou numeravel. Como propriedades elementares destas no¢des, temos:
a) Sejam A um espago topoldgico e B C A um subespago topologico. Se U é
uma base de abertos de A, entdo a classe dos conjuntos U N B, com U € U,
¢ uma base de abertos de B. Em particular, se A é de base contavel, entdo B
€ também de base contavel.

b) Seja U uma base de abertos de A e escolhamos, para cada conjunto nédo
vazio U € U, um elemento ;. O conjunto C, dos elementos z;; assim esco-
lhidos, é entdo uma parte densa de A. Em particular, todo o espago topolo-
gico de base contavel € separdvel, isto é, tem uma parte densa finita ou
numeravel.

¢) Se A é um espago métrico, entdo A é de base contavel se, e so se, é
separavel. Com efeito, dado um subconjunto denso C, finito ou numeravel, o
conjunto das bolas abertas de A com centro num ponto de C' e raio racional
constitui uma base contavel de abertos de A.

d) Se E ¢ um espago vectorial de dimensdo finita n, entdio E ¢ de base
contavel. Com efeito, £ € isomorfo, e portanto homeomorfo, ao espago
métrico R”, que admite uma parte densa finita ou numeravel, constituida
pelos pontos com coordenadas racionais.

As observagdes anteriores vao permitir tirar algumas conclusdes impor-
tantes sobre as variedades.

I1.7.8 Sejam E um espago vectorial de dimensao finita e M C E uma variedade.

Tem-se entdo:

a) M éum espago topoldgico de base contavel.

b) O conjunto das componentes conexas de M ¢€ finito ou numeravel.

¢) Se M tem dimensdo 0, entdo as componentes conexas de M sdo os

510lhamos para o conjunto vazio como sendo a unifio da familia vazia de subconjuntos.
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subconjuntos unitarios e portanto M ¢ finito ou numeravel.

Dem: A alinea a) resulta de M ser um subespaco topologico de um espago
vectorial de dimensdo finita, o qual é de base contavel. Quanto a b), sendo U/
uma base finita ou numeravel de abertos de M, o facto de as componentes
conexas de M serem abertos de M (cf. 11.6.21) disjuntos dois a dois e ndo
vazios implica a existéncia de uma aplicagdo injectiva do conjunto das
componentes conexas em U, que a cada componente conexa associa um
aberto ndo vazio escolhido em U que esteja contido nela. No caso em que M
tem dimensdo 0, a topologia de M ¢ a topologia discreta, o que implica que
as suas componentes conexas sao 0s conjuntos unitarios, uma vez que so
estes podem ser conexos nao vazios (qualquer subconjunto de M ¢ simulta-
neamente aberto e fechado em M). |

I1.7.9 (Lema) Seja M um espago topologico localmente compacto, separado ¢
de base contavel, por exemplo uma variedade. Existe entdo uma sucessdo de
compactos de M, (K,),>1 tal que K,, C int(K,;1) e que M =J K,,. Em

n>1
particular M ¢é o-compacto.
Dem: Seja U/ uma base contavel de abertos de M e notemos (U, ),>; uma
sucessdo cujo conjunto de termos seja o dos abertos pertencentes a U cuja
aderéncia seja compacta (no caso trivial M = () pode ser necessario comegar

por juntar o conjunto vazio @) a If). Tem-se ainda M = |J U,,, visto que, para
n>1

cada x € M, vai existir uma vizinhanga compacta V' de x e podemos entdo
escolher U € Y comxz € U C int(V'), donde ad(U) C V, e portanto ad(U ) ¢
compacto. Construamos agora recursivamente uma sucessdo estritamente
crescente (k,),>1 de nlimeros naturais, do seguinte modo: k; = 1; supondo
construido k,,, e notando K, o compacto de M

Cr

K, = ad(U;,),

i=1

o facto de a familia de todos os U; ser uma cobertura aberta do compacto K,
permite-nos escolher k,,.1 > k, tal que

Kt
K, C LJl Us;.

i=1

E agora imediato que os compactos K,, definidos pela formula acima, veri-
ficam as condigdes pedidas. O

I1.7.10 Seja M um espago topoldgico localmente compacto, separado e de base
contavel, por exemplo uma variedade. Seja U C M um aberto. Se A C U,
entdo A é magro relativamente a U se, e s6 se, ¢ magro relativamente a M .
Dem: Se A ¢ magro em M, entdo A estd contido numa unido contavel de
conjuntos C}, fechados em M e de interior vazio, € entdo A também estd
contido na unido dos conjuntos C; N U, fechados em U e de interior vazio, o
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que mostra que A ¢ magro em U. Suponhamos, reciprocamente, que A é
magro em U. O conjunto A estd assim contido numa familia contavel de
conjuntos C fechados em U e de interior vazio. Uma vez que U também ¢
localmente compacto, separado e de base contavel, o lema anterior garante
que U ¢ unido de uma familia de compactos (K,),>1 e entdo os C; N K,
constituem uma familia contavel de conjuntos de interior vazio, cuja unido
contém A, conjuntos esses que sdo fechados nos K, logo compactos e
portanto fechados em M, o que mostra que A é magro em M. O

O lema seguinte ¢ o Unico resultado com algum sabor de Teoria da
Medida de que vamos necessitar.

I1.7.11 (Lema) Sejam a < b em R, J um conjunto finito de indices, e, para cada
j€J,a; <bj em R e suponhamos que se tem [a,b] C | [a;, b;]. Tem-se
jeJ
entdio b —a < Y (b; — a;).
jeJ
Dem: Vamos fazer a demonstragdo por indug@o no numero de indices em J.
No caso em que J = {j} tem um tnico elemento, o facto de se ter
a,b € [aj,b;] implica que a; < a e b < b;, donde b —a < b; — a; e temos o
resultado. Suponhamos o resultado valido quando J tem n elementos e
vejamos o que sucede quando J tem n + 1 elementos. Seja jy € J tal que
a € [aj,, bj,], portanto a;, < a < b;,. Podemos ja supor que se tem b > b;,
sem o0 que [a,b] estava contido em [a;,,b;] e tinhamos uma consequéncia
trivial do caso ja estudado em que J tem um unico elemento. Tem-se entdo
165,,0] € U [a;,b;], donde [bj;,,b] C |J [a;,b;], uma vez que o conjunto do
J#Jo J#Jo
segundo membro ¢ fechado. Pela hipdtese de indugdo, concluimos que
b—1bj, <> bj — aj, e portanto
J#Jo
b_a:bju_a—"_b_bjo Sbj()_aj()+zbj_ajzzbj_aj' o
J#Jo jeJ

No teorema de Sard, o conjunto que queremos garantir ser magro ¢ a
imagem de outro conjunto por uma aplicagdo continua. Na sua demons-
tragdo utilizaremos mais que uma vez o lema seguinte:

I1.7.12 (Lema) Sejam M e M dois espagos topologicos localmente compactos,
separados e de base contavel, por exemplo duas variedades, ¢ f: M — M
uma aplicagdo continua. Seja A C M um conjunto tal que, para cada x € A,
exista um aberto V de M, com z € V, tal que f(A N V) seja magro. Tem-se
entdo que f(A) é magro.

Dem: Seja I/ uma base contavel de abertos de M. A hipotese do enunciado e
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o facto de toda o subconjunto de um conjunto magro ser ainda magro
permite-nos garantir que, para cada z € A, existe U € U tal que z € U e que
f(ANU) seja magro. Sendo U’ C U o conjunto contavel constituido pelos
abertos U € U com esta propriedade, vemos que f(A) vai ser a unido
contavel dos conjuntos magros f(ANU), com U € U, sendo assim também
magro. O

Vamos agora provar um lema que tem ja o espirito do teorema de Sard
mas em que o conjunto que se garante ser “pequeno” ¢ apenas uma parte
do conjunto dos valores criticos, parte essa que faz intervir derivadas de
ordem superior.

I1.7.13 (Lema) Sejam U C R™ um aberto ¢ f: U — R uma aplicagdo suave ¢
notemos, para cada p > 1, C,,(f) o subconjunto fechado de U constituido
pelos pontos x tais que, para todo o 1 < j < p, a derivada de ordem j,
Dif, € L(R™;R) ¢ nula. Tem-se entio que o subconjunto f(C,,(f)) de R
¢ magro.

Dem: Fixemos em R™ a norma do maximo e recordemos que, dado um
ponto x = (z1,...,2,) € R™ e r > 0, a bola fechada B, () é o produto de
intervalos

By(z) =[x; —rx +7] X [xg — 729 +7] X - X [y — 17, 2 + 7).

Vamos dividir a demonstragdo em duas partes:

a) Comecemos por mostrar que, dados = € U e 7 > 0 tais que B,(z) C U,
existe, para cada p > 1, uma constante ¢, > 0 tal que, quaisquer que sejam
y € B.(x)NC,(f) e z € B,(z), se tenha

(1) 1£(2) = F(y)] < cpllz — ylI”™.

Isto pode ser visto facilmente a partir da Formula de Taylor mas, para nio
ultrapassarmos a “revisdo do Calculo Diferencial” que apresentamos no ini-
cio, podemos apresentar um argumento directo alternativo, por indugdo em p,
para o que convém generalizar o que se pretende provar, permitindo que o
espaco de chegada seja um espago vectorial normado F, de dimensdo finita,
substituindo em (1) o valor absoluto em R pela norma em F' e reparando que
a definicdo de C,(f) se estende trivialmente a este quadro mais geral. No
caso em que p = 1, a formula (1) resulta de aplicarmos duas vezes a segunda
versdao da formula da média, desde que se tome para ¢; o maximo sobre o
compacto B,(z) da aplicagio continua que a w associa |D(Df),]||. Com
efeito, uma primeira aplicacdo garante que, para cada w no segmento de
extremidades y ¢ z,

IDfull = I1Dfuw = Dyl < crllw —yll < e[z =yl

e uma segunda aplicagdo garante entdo que ||f(2) — f(y)| < allz — y|*
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Por fim, supondo o resultado verdadeiro para um certo p > 1, vemos que,
sendo c¢,;; a constante ¢, correspondente a aplicacdo suave
Df:U — L(R™; F'), tem-se, para cada

y € B(z) N Cpia(f) € Bi(x) N Cyp(DY)
e z € B,(r) e cada w no segmento de extremidades y e 2,
IDfull = 1D fuw = Dfyll < cpaallw — ?/HPH < cprallz — ylI”*,

donde || f(2) — f(y)ll < cpsillz — yl"*>.

b) Passemos agora a demonstracdo da afirmagio no enunciado. Seja
x € C,,(f) arbitrario e fixemos r > 0 tal que B,(z) C U. Tendo em conta o
lema II.7.12, o resultado estara demonstrado se verificarmos que o
subconjunto compacto f(C,,(f) N B,(x)) de R tem interior vazio, e
portanto é magro, visto que ele contém f(C,,(f) N B,(x)). Suponhamos que
isso ndo acontecia e tentemos chegar a um absurdo. Sejam entio a € R e
6> 0 tais que [a — 8,a+ 6] C f(Cpn(f) N B,(x)). Pelo que vimos atras,
podemos considerar uma constante ¢, >0 tal que, sempre que
y € Cp(f)N By(z) ez € B.(x),

|f(2) - f(y)| < Cm ”Z - y”erl'

Seja IV > 1 um inteiro a concretizar posteriormente e reparemos que 0 com-
pacto B,(x) se pode escrever como unido dos N conjuntos B,/x(z4), com
x,, da forma

2k —1 2ky — 1 2k, — 1
(1—]\7)7‘7x2,r+u7“.7ajmfr+u)’

(L —rt N N

com 1 < k; < N (olhar para cada uma destas bolas na forma de um produto
de intervalos). Se « for um indice tal que em B, /() exista um ponto y,
em Cl,(f), tem-se entdo, para cada z € B,y (z,),

m 2’r m
1f(2) = f(Wa)|l < em 2 — vall o < o (N) +1’

0 que mostra que

2r

f(Er/N(xa)) C[f(Ya) — Cm (%)mﬂa f(a) +cm (N)mﬂ]’

Concluimos daqui que
[a—6,a+ 6] C f(Cu(f)NBi(z)) C
m+1 2r 1
- U[f(ya) _C’m(ﬁ) af(yu)‘FCm(N) ],

com a unido estendida aos indices a para os quais existe y, nas condi¢des
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referidas, de onde deduzimos, pelo lema I1.7.11, que

r

M ] o 2m+2 " m+1
28 < 226771 (ﬁr)m-&-l < 2chm (N)”H_I _ CyT

N

Fomos assim conduzidos a um absurdo, uma vez que a expressdo da direita
converge para 0, quando N — 400, e podemos portanto escolher N tal que
essa expressao seja menor que 20. O

I1.7.14 (Teorema de Sard) Sejam M C E e M c FE duas variedades sem bordo
e f:M — M uma aplicagio suave. Sendo C(f) C M, o conjunto dos
pontos criticos de f, o conjunto f(C(f)) C M, dos valores criticos de f, é
magro.

Dem:52 Para maior clareza, vamos dividir a demonstra¢io em vérias alineas:
a) Reparemos que nos basta demonstrar o resultado no caso particular em
que M tem a mesma dimensdo m em todos os pontos ¢ M tem a mesma
dimensdo n em todos os pontos, hipotese que faremos de aqui em diante.
Com efeito, no caso geral, podemos considerar a familia finita ou numeravel
das componentes conexas M; de M e a familia finita ou numerdvel das
componentes conexas M, de M (cf. 11.7.8), que sdo abertos em M e M,
respectivamente, e ja sdo variedades sem bordo com essa propriedade, e
entdo a imagem de cada M; vai estar contida nalgum Mpeo conjunto dos
valores criticos de f: M — M vai ser a unido contavel dos conjuntos dos
valores criticos dos f/y,: M; — M e portanto, lembrando I1.7.10, vai ser um
conjunto magro.

b) Notemos agora que o resultado ¢ trivialmente verdadeiro no caso em que
n = 0. Com efeito, tem-se entdo que todos os pontos de M sdo trivialmente
regulares, pelo que C(f) =0 e f(C(f)) = 0. Nas alineas seguintes vamos
supor sempre que 1 > 0.

¢) Vamos demonstrar o resultado por indugdo em m. Comecemos por supor
que m = 0. Neste caso M ¢ finito ou numeravel (cf. a alinea c¢) de 11.7.8).
Resulta daqui que f(M)= f(C(f)) é um conjunto finito ou numeravel,
portanto uma unido finita ou numeravel de conjuntos unitarios, que sdo
compactos de interior vazio, pelo que f(C(f)) é magro.

d) Seja m > 1 tal que o resultado seja valido sempre que a variedade M
tenha dimensdo m — 1. Para terminar a demonstragdo, temos que ver que o
resultado ¢ ainda valido quando M tem dimensdo m.

e) Vamos examinar agora o caso particular em que M ¢ um aberto U de R™
e em que M & R™. Consideramos portanto um aberto U de R™ e uma
aplicagdo suave f:U — R", com as componentes f;:U — R, 1< j<n,e
notamos C'(f) C U o conjunto dos pontos criticos de f. Para cada inteiro

52A demonstracdio que apresentamos é baseada na que se encontra no livro de Milnor
[19], com as adaptacdes decorrentes de utilizarmos conjuntos magros em vez de
conjuntos de medida nula.
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p > 1, notamos C,(f) o subconjunto de C'(f) formado pelos pontos z € U
tais que D/f, =0, para cada 1 < j < p. Os conjuntos C,(f) verificam
Co(f) D Cpia(f) e C(f) D Ci(f). Tem-se que C(f) ¢ a unifdo de
C(f)\ Ci(f) com os conjuntos C,(f)\ Cpt1(f), com 1 <p<m—1, ¢
com C,(f). Tem-se entdo que f(C(f)) vai ser a unido de f(C(f) \ C1(f))
com 0s f(Cy(f)\ Cpt1(f)) e com f(Cp(f)), pelo que, para ver que o
conjunto f(C(f)) é magro, basta verificarmos que sdo magros os conjuntos
FCONCIN, S\ Cpia(f)) € F(Cunlf)). E isso que vamos fazer
nas trés proximas alineas.

f) Vamos verificar que f(C(f) \ Ci(f)) é um conjunto magro, para o que
podemos ja supor que n > 2, sem o que se tinha trivialmente C(f) = C;(f).
Seja 9 € C(f)\ Ci(f) arbitrario. Existe entdo w € R™ tal que
Dfy,(w) # 0, e portanto, para alguma componente j, Df;, (w) # 0. Por
continuidade, podemos escolher um aberto V' de U, com zy € V, tal que,
para cada z €V, Df; (w)#0, em particular Df; :R™ — R seja
sobrejectiva. Tendo em conta o lema I1.7.12, o objectivo desta alinea estara
alcangado se mostrarmos que o conjunto f(V N (C(f)\ C1(f))) é magro.
Suponhamos que isso ndo acontecia e tentemos chegar a um absurdo.
Reparemos que C)(f) é fechado em U e que, tendo em conta 11.4.22, o
mesmo acontece a C(f). V' \ C1(f) € assim um aberto de R™, em particular
¢ localmente compacto, separado e¢ de base contavel, pelo que, por 11.7.9, é
unido de uma sucessdo de compactos K;,7 > 1, o que implica que o conjunto
FVn(C(f)\Ci(f))) ¢é unido dos compactos f(K;NC(f)), tendo
portanto, por I1.7.6, interior ndo vazio. Sejam yy = (b1,...,b,) ER"er >0
tais que

Bi(yo) =]b1 — 7, by + [ x - x ]by =1, by +r[ C F(V N (C(f)\ Ci()))
(como antes, consideramos em R" a norma do maximo). Seja M C V,

M ={z eV |fiz) =bj},
que vai ser assim uma variedade de dimensdo m — 1. Para cada

Y= (yh "'7yj717bj7yj+17 7yn) €
€y —r,bi+r[x - x{bj} x - x]by —7,by + 7,
podemos considerar um ponto critico € V' de f tal que f(z) =y, vindo,
em particular, z € M e o facto de a aplicagdo linear D f,: R™ — R" nio ser
sobrejectiva ¢ a sua imagem conter o vector D f,(w), ndo pertencente ao
subespago R/ x {0} x R"™J de R", com dimensdo n — 1, implica que esta
imagem ndo contém

R/ x {0} x R = T, (R x {b;} x R"7)

e portanto que y ¢ também um valor critico da restricao
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f/AM: M — Rj_l X {b]} X Rn_j.

Concluimos assim que o conjunto dos valores criticos desta restricdo tem
interior ndo vazio, e portanto ndo é magro em R7™! x {b;} x R"7, o que ¢
um absurdo, tendo em conta a hipdtese de indug@o.

g) Vamos agora verificar que f(C,(f)\ Cpr1(f)) ¢é magro. Seja
zg € Cp(f) \ Cpi1(f) arbitrario. Tem-se portanto D f,, = 0 e DL f, # 0,
pelo que existem wy, ..., w,1 em R™ tais que D' f, (wq,...,wyy1) #0e
podemos escolher uma componente j tal que DP*! fjm(wl, s, Wpy1) # 0.
Por continuidade, podemos escolher um aberto V' de U, com xy € V, tal que,
para cada x €V, D' f; (wi,...,wy1) #0. Tendo em conta o lema
I1.7.12, o objectivo desta alinea estara alcancado se mostrarmos que o
conjunto f(V N (C,(f)\ Cpt1(f))) é magro. Seja g:V — R a aplicago
suave definida por

g(x) = Dpfjw(w% 7wp+1)'

Uma vez que, para cada € V, Dg,(w;) # 0, e portanto Dg,:R™ — R ¢
sobrejectiva, vemos que o conjunto M = {z € V | g(z) = 0} é uma varie-
dade de dimensdo m —1. Se y e f(VN(Cy(f)\ Cpt1(f))), podemos
considerar z € V N (Cp(f) \ Cps1(f)) tal que f(x) =y e o facto de ser
x € Cy(f) implica que g(x) = 0, e portanto que = € M; para além disso, o
facto de se ter Df, = 0 implica que = ¢ um ponto critico de f, e portanto
também da restricdo f/y: M — R". Vemos assim que o conjunto
FV N (Cu(f)\ Cps1(f))) esta contido no conjunto dos valores criticos de
fisre M — R™ que, pela hipotese de indugdo, ¢ magro, o que mostra que
FVN(Cp(f) \ Cpt1(f))) é também magro, como queriamos.

h) Vamos agora verificar que f(C,,(f)) é magro. Suponhamos entdo que
isso nao acontecia. Como em f), o aberto U de R™, sendo localmente
compacto, separado e de base contavel, ¢ unido de uma sucessdo de
compactos K;, i > 1, pelo que f(Cy(f)) ia ser a unido dos compactos
f(Cr(f) N K;) e portanto, por I1.7.6, teria interior ndo vazio, ou seja, existia
yo = (b1,...,b,) € R"er > 0 tais que

B’f‘(yO) = ]bl - Tybl + T'[ X X ]bn - T,bn +r [ f( m(f))

Uma vez que se tem trivialmente C,,,(f) C C,,,(f1), podiamos entdo concluir
que by —r,by +r[ C f1(Cin(f1)), pelo que f1(C,.(f1)) ndo tinha interior
vazio em R, em particular ndo era magro, o que era absurdo, tendo em conta
o lema I1.7.13.

i) Tal como observamos em e), o que vimos nas trés ltimas alineas mostra
que o teorema de Sard, com M de dimensdo m, estd demonstrado no caso
particular em que M ¢é um aberto de R™ e M & R™. Passemos, por fim, a
demonstra(;ao no caso geral Seja zg € C(f) arbitrario. Sejam V um aberto
de M, com f(x) € V, U um aberto de R" e ¢: V — U um difeomorfismo.
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Sejam V' um aberto de M, com xy € V, U um aberto de R e ¢: U — V um
difeomorfismo; se necessario reduzindo estes abertos, podemos ja supor que
fv) c V. O facto de a derivada de um difeomorfismo ser um isomorfismo
implica, tendo em conta o teorema de derivagdo da fungdo composta, que
x' € U é um ponto critico de 1 o f/y 0 : U — U CR" se, e 56 se, (') é
um ponto critico de f, pelo que f(C(f)NV) é a imagem por 1»~! do con-
junto dos valores criticos de ¥ o f/ o o, conjunto esse que ¢ magro em R",
e portanto em U, pelo caso particular ja estudado. Concluimos assim que
F(C(f)NV) é magro em V, e portanto em M, o que, tendo em conta o
lema I1.7.12, implica que f(C(f)) é magro em M. O

Uma vez que a defini¢do de ponto critico ou de valor critico apenas faz
intervir a derivada de primeira ordem da fungdo f, poderiamos ser
levados a pensar na possibilidade de o teorema de Sard ser verdadeiro
apenas com a exigéncia de f ser de classe C!. Se examinarmos a
demonstragdo precedente e os lemas nela utilizados, verificamos que
tivemos necessidade de trabalhar com derivadas de ordem superior e, de
facto, um exemplo classico de Whitney (cf. [27]) mostra que a classe C!
nao ¢ em geral suficiente. Com uma demonstragdo mais cuidadosa,
pode-se verificar que, quando M e M tém dimensdes m e n, o teorema &
valido para as aplicagdes de classe C?, onde o inteiro p depende apenas
de m e n (cf. [6], problema 2 de XVI1.23). Por exemplo, quando m < n,
pode-se mostrar que a classe C'! é suficiente. De facto, examinando as
demonstracdes que fizemos, constatamos que ¢é suficiente exigir que a
aplicagdo f: M — M seja de classe C™*!, onde m ¢é a dimensdo de M,
mas pode-se mostrar que, em geral, ndo ¢ necessario exigir tanto.

O teorema de Sard e as defini¢des de ponto critico, ponto regular, valor
critico e valor regular foram apresentados apenas no quadro das varieda-
des sem bordo. No entanto, eles sdo trivialmente generalizaveis a situagdo
em que a variedade dominio pode ter bordo:

I1.7.15 Sejam M C E e M C E variedades, a segunda das quais sem bordo, e
f: M — M uma aplicagio suave. Generalizando o que foi feito no caso em
que M também ndo tem bordo, dizemos que um ponto z € M ¢é um ponto
regular de f se, sendo j > 0 tal que z € 9;(M), = ¢ um ponto regular da
restricdo f/p,(ar): 05(M) — M e, caso contrario, dizemos que z é um ponto
critico de f. Como antes, chamam-se valores criticos de f aos elementos de
M que sdo imagem de algum ponto critico e valores regulares de f aos
restantes elementos de M.

I1.7.16 (Teorema de Sard para variedades com bordo) Sejam M C E ¢
M C E duas variedades a segunda das quais sem bordo, e seja f: M — M
uma aplicagio suave. Tem-se entdo que o conjunto f(C(f)) C M, dos valo-
res criticos de f, é magro.

Dem: Por defini¢do, o conjunto dos valores criticos de f € a unido dos con-
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juntos dos valores criticos das restrigdes de f as diferentes variedades sem
bordo 0;(M), conjuntos esses que, pela versdo do teorema de Sard ja
demonstrada, sdo magros. O

I1.7.17 (Corolario) Sejam M C E ¢ M C E duas variedades, a segunda das
quais sem bordo, e seja f: M — M uma aplicagdo suave. Se, para cada
x € M, a dimensio de M em z é menor que a dimensdo de M em f(z),
entdo f(M) é um conjunto magro em M.

Dem: Basta atender a que f(M) ¢ trivialmente o conjunto dos valores criti-
cos de f. O

11.7.18 (Corolario) Sejam M C F uma variedade com dimensao menor ou 1gua1
a p em cada ponto, F um espaco vectorial de dimensdo finita ¢ f: M — E
uma aplicagdo suave. Tem-se entdo que f(M) ndo contém nenhuma
subvariedade, ndo vazia, de dimensdo maior que p, de E.

Dem: Suponhamos que f(M) continha uma tal subvariedade. Considerando
um ponto do bordo de indice 0 desta, concluimos a existéncia de um espago
vectorial F', de dimensdo maior que p, de um aberto ndo vazio U de F' e de
um difeomorfismo ¢:U — V, com V C f(M). Sejam V um aberto de E,
contendo V, e ¢:V — F um prolongamento suave de ¢ :V — U.
Considerando o aberto néo vazio M’ de M, constituido pelos z € M tais que
f(z) € V, que é, em particular, uma variedade com dimensio menor ou
igual a p em cada ponto, obtemos uma aplicagdo suave 1 o f/yp: M — F
cuja imagem contém U, o que € absurdo, pelo teorema de Baire (I1.7.5), ja
que, pelo corolario precedente, essa imagem ¢ magra. O

Com o fim de apresentar outra aplicagdo importante do teorema de Sard,
definimos em seguida as nog¢des de subconjunto homogéneo de um espaco
vectorial de dimensao finita e de aplicagdo suave homogénea.

I1.7.19 Sejam FE um espago vectorial real de dimensdo finita e A C £ um
subconjunto. Dizemos que A é um conjunto homogéneo se, quaisquer que
sejam xg, z1 € A, existe um difeomorfismo ¢: A — A tal que p(xg) = ;.53

11.7.20 Se M C FE ¢é uma variedade homogénea, entdo M ndo tem bordo e tem a
mesma dimensdo em todos os pontos.
Dem: Quaisquer que sejam x( ¢ x1 em M, a existéncia de um difeomorfismo
o:M — M tal que @(xg) =1 implica que (M,zy) e (M,z1) sdo
localmente difeomorfos e portanto que M tem a mesma dimensdo ¢ 0 mesmo
indice em todos os pontos. Basta agora repararmos que, tendo em conta

S3Intuitivamente, todos os pontos de A estdo situados do mesmo modo dentro de A, ou
sdo indistinguiveis dentro de A. Note-se que, como aplicacdo das equagdes diferenciais,
pode-se provar que toda a variedade conexa sem bordo ¢ homogénea (cf. o exercicio
1V.17 adiante).
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I1.6.17, o facto de M ter o mesmo indice em todos os pontos implica que
esse indice comum ¢ 0. O

I1.7.21 Sejam E e F' espacgos vectoriais de dimensao finita, A C E'e B C F dois
subconjuntos ¢ f: A — B uma aplicagdo suave. Diz-se que f é uma
aplicagdo homogénea se, quasiquer que sejam xzg,z; € A, existem dois
difeomorfismos p: A — Ae): B — Bcomp(xg) =x1e fop =1o f.
Repare-se que se tem entdo, em particular, ¥(f(zo)) = f(z1).

Podemos assim garantir que, se f:A— B ¢ uma aplicagio suave
homogénea, entdo A ¢ um conjunto homogéneo e, no caso em que f ¢
sobrejectiva, B também ¢ um conjunto homogéneo.

11.7.22 (Corolario do teorema de Sard) Sejam M C E ¢ M C E duas varie-

dades e f: M — M uma aplicagdo suave homogénea e sobrejectiva. Tem-se
entdo que f ¢ uma submerséo.
Dem: Podemos ja afastar o caso trivial em que M = (). Pelo teorema de Sard
o conjunto dos valores criticos de f, sendo magro, ndo pode ser todo o Me
existe assim pelo menos um valor regular. Uma vez que f é sobrejectiva,
concluimos assim, em particular, a existéncia de zp € M onde f seja uma
submersdo. Dado «x € M arbitrario, existem entdo difeomorfismos
©: M — M e 1: M — M tais que @(zg) = ¢ fop=1of, ou seja
f =10 fop !, ederivando ambos os membros em x, obtemos

DfT = Dwf(l'()> ° D.fl‘() o D(SD_1>T,

pelo que Df,, sendo a composta de dois isomorfismos com uma aplicagdo
linear sobrejectiva, ¢ uma aplicagdo linear sobrejectiva. O

EXERCICIOS

Ex II.1 Mostrar que, nas definicdes do cone tangente e do cone tangente
alargado de um conjunto num dos seus pontos, pode-se exigir que a sucessao
de numeros reais estritamente positivos t,, convirja para +oc.

Ex I1.2 Encontrar uma definigdo e enunciar um resultado que implique simulta-
neamente I1.1.2 e I1.1.3.

Ex I1.3 a) Dar um exemplo de um subconjunto A C R? e de um ponto z; € A
tais que o cone tangente alargado t;; (A) contenha estritamente t,, (A).
b) Dar um exemplo de um subconjunto A C R? e de um ponto z € A tais
que o cone tangente alargado t;; (A) ndo seja um subespago vectorial.

Ex I1.4 Seja E um espago vectorial de dimens@o finita. Mostrar que se B e C' sdo
duas partes de F e xyg € BN C, entdo
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tyy (BUC) = ty,(B) Uty (C),
tr (BUC) Dt (B)Ut; (C),

Zo

Dar um exemplo em que se tenha t} (BUC)#tf (B)Ut (C) e

Ex IL.5 a) (Continuidade do cone tangente alargado) Sejam xy € A C E, ()

Ex

uma sucessdo de elementos de A, com z,, — x e, para cada n, w, € tj (A).
Supondo que w, — w € E, mostrar que w € t} (A). Sugestdo: Atender a
caracterizagdo alternativa do cone tangente alargado.

b) Mostrar, com um contraexemplo, que a propriedade de continuidade refe-
rida em a) ndo ¢ verificada pelos cones tangentes t,.(A).

I1.6 Recorrendo apenas a intui¢do, determinar quais os cones tangentes e
cones tangentes alargados dos seguintes conjuntos nos pontos indicados:54

a) A= {(z,y) eR? |1 <2 <2,1<y<2},nos pontos 79 = (1,1), yo =
(1,2) € 2yp= (%, %)

b) A= {(z,y) €eR?| x>0,y = 22}, nospontosxo (0,0) e yo = (1,1).

¢) A={(z,y) eR* |z >0, y=sin(1)} U ({0} x R), nos pontos z, =
(0,0) eyo = (0,1).

d) A= {(r,y,2) eR®| 22 +y>+ 22 =1, 2 > 0}, no ponto =y = (1,0,0).

I1.7 Sejam E um espago vectorial de dimensdo finita e zp € A C E. Mostrar
que, para cada 6 > 0, existe € > 0 tal que, qualquer que seja = € A, com
0 < ||z — x| <e,existew € t,,(A) \ {0} tal que

w Xr —
R L NPT
lwl llz = 2ol

e, quaisquer que sejam x,y € A, com x # y, ||x — zo|| < e e |y — x| <,
existe w € t} (A) \ {0} tal que

I = =]
||w|| lz =yl
Reparar que este resultado generaliza a parte ndo trivial de 11.1.12.

I1.8 Seja A C R o conjunto constituido pelo 0 e pelos nimeros da forma
1/2", comn € N.
a) Verificar que

t0,0)(A x A) # to(A) x to(A).

Sugestio: Verificar que os logaritmos na base 2 dos declives das secantes
obliquas de (0,0) para os pontos de A x A sio todos nimeros inteiros.

54Em cada caso sera ttil desenhar uma figura.
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b) Com um pouco mais de trabalho verificar que

tlo.o) (A x A) # t7 (A) x t5 (A).

Sugestio: O conjunto dos logaritmos na base 2 dos valores absolutos dos
declives das secantes obliquas entre pontos de A X A tem os inteiros como
unicos pontos de acumulago possiveis, sendo portanto fechado.

Ex I1.9 Seja A C R? o conjunto
A= {(x,y) eR* [y # 0} U{(0,0)}

e seja f: A — R a aplicacdo definida por f(z,y) = xsin(%}), se y#0, e

£(0,0) = 0. Mostrar que f ¢ continua mas néo é de classe C°.

Ex I1.10 Demonstrar rigorosamente o que foi feito intuitivamente na alinea b) do
exercicio 11.6. Sugestdo: Construir um difeomorfismo entre A ¢ R, =
[0, 4+o0].

Ex IL.11 Seja S C R? a superficie esférica
S ={(z,y,2) | 2* +y* + 2% = 25}.

Utilizar difeomorfismos do tipo dos utilizados no exemplo c) em 11.4.8 para

determinar os vectores tangentes a S nos pontos (2v/2,2+/2,3) e (3,4,0),
justificando o resultado.

Ex II.12 Seja E' um espago vectorial de dimensao finita, munido de um produto
interno, e seja S C E a hipersuperficie esférica

S={zxel|(x,z) =1}

Mostrar que, se g € S e se u € T, (5), entdo u é prependicular a z, isto é,
(u, ) = 0. Sugestdo: Considerar dois prolongamentos suaves da aplicacdo
identicamente igual a 1 sobre S e derivéa-los na direcg¢éo de u.

Ex I1.13 Mostrar que, se E # {0} é um espago vectorial de dimensio finita e se
A C F é um subconjunto compacto e ndo vazio, entdo existe pelo menos um
ponto xp € A tal que t,,(A) # E. Sugestido: Considerar em E um produto
interno e tomar um ponto xy € A de norma maxima.

Ex 1114 Seja A CR?, A= {(z,y) |y =2}, e seja f: A — R a aplicagio
suave definida por f(z,y) =y. Mostrar que se podem escolher dois

prolongamentos suaves f e 3‘ de f a R? tais que as derivadas de segunda
ordem

D*f 0.0, DQ?(O,O, R? x R? = R

ndo tenham a mesma restrigao a 7o) (A) x T{p,0)(4).
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Ex

Ex

Ex

Ex

Ex

Ex

I1.15 Sejam E um espago vectorial de dimenséo finita e A C £ um conjunto
arbitrario. Se (U;) cs ¢ uma familia de abertos de A de unido A, mostrar que
existe uma outra familia (V) c; de abertos de A, ainda de unido A, que seja
localmente finita (isto é, tal que cada ponto de x admita uma vizinhanga em
A, que intersecta V; apenas para um nimero finito de indices j) e que
verifique ad4(V;) C U;.> Sugestdo: Considerar uma parti¢do da unidade de
A subordinada a cobertura aberta constituida pelos Uj.

I1.16 Nas condigdes do enunciado do primeiro teorema da particdo da
unidade 11.3.4, verificar que a unido dos compactos C, tem que ser o aberto
U e portanto que, salvo na caso trivial em que U = (), o conjunto contavel "
dos indice tem que ser infinito.

I1.17 A demonstragdao do corolario 11.3.9 permite que se reforce um pouco
mais a conclusdo da alinea ¢) do respectivo enunciado. Qual o refor¢o que
poderia ser feito?

I1.18 Nas hipdteses de 11.3.9, mostrar que, se o conjunto A for compacto,
pode-se exigir que os conjuntos C;, aparecendo em b), sejam também
compactos. Sugestio: Diminuir convenientemente os conjuntos U;.

I1.19 Seja A uma parte dum espago vectorial £ de dimensdo finita e sejam B
e C dois subconjuntos disjuntos fechados em A. Mostrar que existe uma
aplicacdo suave f:A — [0,1], tal que f(z)=0, para cada z € B, e
f(x) =1, para cada « € C. Sugestio: Considerar uma parti¢do da unidade
para uma cobertura aberta conveniente de A.

I1.20 (Refinamento de 11.3.14) Sejam FE e F' espacos vectoriais de dimensdo
finita, o segundo dos quais munido duma norma, A C £ um conjunto (por
exemplo, A= FE...), B C A um subconjunto fechado em A, C C F' um
conjunto convexo ndo vazio e f: B — F uma aplicacdo continua tal que
f(B) C C. Mostrar que, para cada aplicagdo continua 6: B — |0, +o0],
existe uma aplicagdo suave G: A — F' tal que G(A) C C e que, para cada
z € B, [[9(x) — f(z)| < 6(z).

Sugestio: J& conhecemos a existéncia de uma aplica¢do suave g:U — F),
com B CU aberto em E, g(U) C C e ||g(z) — f(x)]| < é(x), para cada
x € B. Escolher yy € C' e definir

~y_ Je@g(x) + )y, sexeUNA
g(x)_{yo’ ’ sex € A\U”’

onde @, 1): A — [0, 1] sdo as fungdes duma parti¢do da unidade associada aos
abertos U N Ae A\ Bde A.

55Esta propriedade exprime o facto de A ser um espago topoldgico paracompacto.
Pode-se provar, mais geralmente, que todo o espago topologico metrizavel é paracom-
pacto, mas trata-se de um resultado de dificil demonstragao.
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I1.21 (Uma versao do teorema de extensio de Tietze-Urysohn) Sejam E e
F’ espagos vectoriais de dimensao finita, A C £ um conjunto (por exemplo,
A=FE..), BCA um subconjunto fechado em A e¢ f:B — F uma
aplicagdo continua. Mostrar que existe uma aplicagdo continua f: A — F tal
que fj = f.

Sugestdo: Comecar por utilizar a conclusdo do exercicio precedente para
encontrar uma aplicagdo suave g: A — F tal que, para cada x € B,
If(z) —g(z)|| < 1. Utilizando de novo a mesma conclusdo, construir
recursivamente aplicagdes suaves g;: A — F', onde j > 1, comegando por
escolher g; tal que ||g1(z)|| < 1, paracadax € A, e

17(2) - 9(2) — (@) < 5,

para cada = € B, e supondo ja escolhidos g1, ..., g;, escolher g;4; de modo
que ||gj+1(2)|| < 3, paracadaz € A, e

If(z) = g(z) — gi(z) — -+ = gj(x) — gja(2)] < 2].—11,

para cada z € B. Verificar que se pode entdo definir uma aplicagdo continua
f+A— Fpor

e que se temf/B = f.
11.22 Seja B C R? o conjunto
B={(z,y,2) | +y*+ 22 =122 +2° = 1}.

Mostrar que B ¢ uma variedade sem bordo com dimensdo 1 em todos os
pontos, com a excep¢do de (1,0,0) e (—1,0,0), e que nestes pontos B néo é
uma variedade.

I1.23 Sejam M C E ¢ M C E duas variedades sem bordo e M — M uma
aplicacdo suave, injectiva e tal que, para cada z € M, Df, seja um

isomorfismo de T3, (M) sobre T, (M ). Mostrar que entdo f(M) é aberto
em M e que f é um difeomorfismo de M sobre f(M).

11.24 Sejam M C E e M C E duas variedades sem bordo e fiM— M uma
aplicacdo suave. Seja K C M um conjunto compacto tal que a restrigdo
f/k: K — M seja uma aplicagdo injectiva e que, para cada x € K, Df, seja

um isomorfismo de 7, (M) sobre Ty(,)(M). Mostrar que existe entio um
aberto U de M, com K C U, tal que f/y seja um difeomorfismo de U sobre
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um aberto V' de /.56

Sugestiao: Demonstrar e utilizar o seguinte resultado de natureza puramente
topoldgica: Sejam M e M espagos topoldgicos, o segundo dos quais de
Hausdorff. Seja f: M — M uma aplicagio continua em todos os pontos de
um certo conjunto compacto K C M tal que a restrigdo f, seja injectiva e
que, para cada x € K, exista um aberto U, de M, com x € U,, tal que a
restricdo f/y, seja injectiva. Existe entdo um aberto U de M, com K C U,
tal que a restri¢do f/;; € injectiva. Para demonstrar este resultado utilizar duas
vezes a propriedade das coberturas abertas dum compacto, demonstrando,
como passo intermédio, que, para cada x(, € K, existem abertos V,, e W, de
M, comxzy €V, e K CW,,tais que,se x € Vy,, y € Wy, e f(z) = f(y),
entdo x = y.

I1.25 Seja E um espaco vectorial real, de dimensdo n > 1, munido de
produto interno. Lembrar que uma aplicagdo linear & F — E se diz
autoadjunta se, quaisquer que sejam z,y € E, se tem ({(x),y) = (z,£(y)).
Mostrar que toda a aplicacdo linear autoadjunta ¢: £ — E admite um vector
préprio ndo nulo x, isto é, um vector para o qual £(xy) = axy, para um
certo a € R. Sugestio: Lembrar que S={z € E ||z =1} ¢ uma
variedade sem bordo com dimensdo n — 1 e que, para cada zg € S, T;,,(S) ¢
o conjunto dos vectores u € E tais que (xo,u) = 0. Tomar para x, um ponto
onde seja maxima a aplicagdo suave f:S5 — R, definida por

f(z) = (@), ).

I1.26 Sejam zo e M C E,ype M' CE' e z € M C E tais que (M, xg),
(M’,3) e (M, ) sejam variedades sem bordo, com dimensdes m, m’ e n,
respectivamente. Sejam f: M — M e g: M’ — M duas aplicagdes suaves,
tais que f(xzo) = 20 = g(yo) e que seja verificada a seguinte condi¢do de
transversalidade:

DfT(J(Tln(M)) + Dgyo (TU()(M/)) = TZ[)(M)'
Mostrar que, sendo A C M x M’ o produto fibrado
A={(z,y) € M x M'| f(z) = g(y)},

o conjunto A ¢, no ponto (z, yo), uma variedade sem bordo, com dimenséo
m -+ m’ — n, e caracterizar o espago vectorial tangente T(;, ,,)(A).

11.27 Mostrar que, para cada inteiro n € Z, fica bem definida uma aplicagdo
fn:R2\ {0} — R2\ {0}, pela condigdo de se ter, parar > O et € R,

fn(rcos(t), rsin(t)) = (rcos(nt), rsin(nt)),

e utilizar 11.4.31 para mostrar que a aplicagdo f,, € suave.

S6Reparar que o teorema da fungdo inversa ndo ¢ mais do que o caso particular deste
resultado, em que o compacto K é um conjunto unitario.
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I1.28 (Um resultado de Algebra Linear) Sejam E um espago vectorial de
dimensdo n e &y, ..., &, E — R m aplicagdes lineares.

a) Mostrar que, se a dimensdo do subespago vectorial de L(F;R) gerado
pelos &; for p, entdo

E'={ue B |V&() =0)

€ um subespaco vectorial de £ com dimensdo n — p. Sugestao: Reduzir o
resultado ao caso em que os §; sdo linearmente independentes e, nesse caso,
utilizar o lema I1.4.35.

b) Mostrar que, se &: E — R é uma aplicagdo linear, entdo £ anula-se sobre o
subespago vectorial E’, referido em a), se, € sO se, existem ay,...,a, € R,
tais que £ = a1&; + - + amém.

11.29 Sejam E um espago vectorial de dimensdo n, U C E um aberto e
fi,---, fm: U — R aplicagdes suaves. Seja

M={zeE|fi(z)=0,..., fu(z) =0}

e suponhamos que, para um certo xzg € M, as aplicagdes lineares
Dfj., € L(E;R) sdo linearmente independentes. Mostrar que, se f: U — R
¢ uma aplicagdo suave, tal que f/;; admita no ponto zp € M um maximo
relativo ou um minimo relativo, entdo existem aq, ..., a,, € R tais que

Dfl‘() = alDflxo +--- +ameng-

(Este resultado é a base do conhecido método dos multiplicadores de
Lagrange, para a determinagdo de extremos condicionados).
Sugestio: Utilizar 11.4.34 e a alinea b) de 11.2.7.

I1.30 Seja K um dos corpos R ou C e notemos M,,(K) o espago vectorial de
dimensdo n?, cujos elementos sio as matrizes quadradas de elementos de KK,
com 7 linhas e n colunas. Para cada matriz X € M,,(K), seja det(X) € K o
respectivo determinante, e notemos S L(n, K) o subconjunto de M,,(K),

SL(n,K) = {X € M,(K) | det(X) = 1},

conjunto a que se costuma dar o nome de grupo linear especial.

a) Mostrar que SL(n,K) é um grupo, relativamente a operagdo de
multiplicagdo de matrizes, tendo a matriz identidade I como elemento neutro.
b) Mostrar que SL(n,K) ¢, no elemento I, uma variedade sem bordo com
dimensdo n? — 1, no caso K = R, e dimensdo 2n? — 2, no caso K=C, e
que o espago vectorial T7(SL(n,K)) é o conjunto das matrizes A tais que
tr(A) = 0 (notamos tr(A) o traco da matriz A, isto é, a soma dos elementos
da sua diagonal principal). Sugestdo: A aplicagdo det: M,,(K) — K é suave
e tem-se D det;(A) = tr(A).

¢) Mostrar que, para cada X € SL(n,K), tem lugar um difeomorfismo de
SL(n,K) sobre SL(n,K), que a cada Y associa X x Y e deduzir daqui que
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SL(n,K) ¢ uma variedade sem bordo com a mesma dimensdo em todos os
pontos, caracterizando cada espago vectorial tangente T'x (S L(n, K)).

Ex I1.31 Para cada matriz X € M, (R), notamos X* a respectiva matriz
transposta ¢ lembremos que uma matriz X ¢é dita simétrica (resp. antissi-
métrica) se se tem X* = X (resp. X* = —X). Lembremos também que uma
matriz X € M,,(R) é dita ortogonal se for invertivel e com X! = X*.
Notemos O(n) o conjunto das matrizes ortogonais, conjunto a que se costu-
ma dar o nome de grupo ortogonal.

a) Mostrar que O(n) é um grupo, relativamente a operagdo de multiplicagdo
de matrizes, tendo a matriz identidade I como elemento neutro.

b) Mostrar que O(n) é, na matriz identidade I, uma variedade sem bordo,
com dimensdo "("27” e que 77(O(n)) € o espago vectorial constituido pelas
matrizes antissimétricas. Sugestdo: Aplicar 11.4.32 a f: M, (R) — M, (R),
definida por f(X) = X* x X, reparando que esta aplicagdo toma valores no
subespago vectorial de M,,(R) constituido pelas matrizes simétricas.

¢) Utilizar o mesmo raciocinio que na alinea c¢) do exercicio precedente para

. . . 5 -1
mostrar que O(n) é uma variedade sem bordo com dimenséo % em todos

os seus elementos e¢ determinar o espago vectorial tangente em cada um
deles.

Ex I1.32 Mais geralmente, para cada X € M,,(C), notamos X* a respectiva
matriz transconjugada e dizemos que uma matriz X ¢é unitdria se for
invertivel e com X! = X*. Notemos U(n) o conjunto das matrizes com-
plexas unitarias, com n linhas e n colunas, conjunto a que se costuma dar o
nome de grupo unitario.

a) Mostrar que U (n) é um grupo, relativamente a operagdo de multiplicagdo
de matrizes, tendo a matriz identidade I como elemento neutro.

b) Mostrar que U (n) ¢é, na matriz identidade I, uma variedade sem bordo,
com dimensdo n? e que T7(U(n)) é o espago vectorial constituido pelas
matrizes complexas X tais que X* = —X. Sugestdo: A mesma que para o
exercicio precedente.

¢) Mostrar que U (n) é uma variedade sem bordo com dimensio n? em todos
os seus elementos e determinar o espago vectorial tangente em cada um
deles.

Ex I1.33 Seja G uma variedade, munida de uma estrutura de grupo, tal que a
aplicagdo u: G x G — G, definida por u(x,y) = x - y, seja suave.
a) Mostrar que, para cada x € G, tém lugar difeomorfismos L,, R,: G — G,
definidos por L,(y) =x -y e R.(y) =y -« (a translagdo a esquerda ¢ a
translagdo a direita).
b) Deduzir de a) que G ¢ variedade sem bor